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Você já construiu um zoológico?

Toda pessoa que estuda matemática DEVE ter o seu zoológico
pessoal.

O seu conjunto de exemplos (e contraexemplos) que auxilia a
entender conceitos (e “desconceitos”) matemáticos.

I Uma função descont́ınua.

I Uma sequência não convergente.

I Uma função não derivável (em um ponto).

I Um grupo não abeliano.

I Um espaço que não é semi-localmente simplesmente
conexo.
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I Um espaço que não é semi-localmente simplesmente
conexo.
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Exemplos que eu gosto (uma amostra de meu

zoológico)

I Um corpo finito.

I Uma anel sem unidade.

I Uma função real que só é cont́ınua nos irracionais.

I A construção de uma função cont́ınua, que não é
derivável em nenhum ponto.

I Um conjunto infinito, mas sem uma boa ordem evidente.

I Um conjunto não mensurável.

I Um anel com unidade com um subanel que tem unidade,
mas não é a mesma do anel todo.



Sobre o que conversaremos hoje?

Sobre minha experiência de aumentar meu zoológico com uma
curva que preenche uma área:

A Curva de Peano.

Mais especificamente com uma função

P : [0, 1]→ [0, 1]× [0, 1]

cont́ınua e sobrejetora!
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O que achamos sobre o assunto?

Figure: Fonte Wikipedia.
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O que achamos sobre o assunto?

Figure: Fonte https:

//mathshistory.st-andrews.ac.uk/Extras/Peano_curve/

(figura realizada por H K Strick).

https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Extras/Peano_curve/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Extras/Peano_curve/


O que achamos sobre o assunto?

Figure: Curvas de Peano e de Hilbert, retirado de: Diego Ayala,
Daniel Durini, Jose Rangel-Magdaleno, Aztec curve: proposal for a
new space-filling curve, arXiv:2207.14345.



S u r  u n e  c o u r b e ,  qu i  rempl i~  r o u t e  u n e  a i re  p lane .  

Par 

G. PEA!~O A T u r i n .  

Dans eette Note on d~termine deux fonetions x et y,  uniformes 
et continues d'une variable (rgelle) t~ qui, lorsque t varie dans l'inter- 
valle (0, 1), prennent ~outes les couples de valeurs telles que O < x <  1, 
0 < y < 1. Si l'on appelle, suivant l'usage, courbe continue le lieu 
des points dont les eoordonndes sont des fonetions continues d'une 
variable, on a a~nsi un are de courbe qui passe par tous les points 
d'un earr6. Done,  grant donn6 un are de eourbe continue, sans faire 
d'autres h y p o ~ s e s ,  il n'est pas toujours possible de le renfermer dans 
une aire arbitrairement petite. 

hdoptons pour base de numdration te hombre 3; appelons chiffre 
ehaeun des hombres 0, 1, 2; et eonsid~rons une suite illimit~e de 
chiffres a I , a 2, a 3, . . .  que nous ~erirons 

T =  O, ata2a3 . . . .  
(Pour-ee moment,  T es~ seulement une suite de chitfres). 

Si a est un ehiffre, d~signons par k a l e  chiffre 2 -  a ,  com/9/e- 
mentaire de a; e'est- ~- dire, posons 

k 0 - - - 2 ,  k l ~ - l ,  k 2 ~ - 0 .  
Si b ~ k a ,  on deduit a ~--k b; on a aussi k a =--: a (rood. 2). 
D~signons par k*a  Ie rdsultat de 1'operation k rgp~t~e n fois sur a. 

S i n  est pair, on a k~a  ~ - a ;  s i n  eat impa~ir, k*a  = k a. S i m  ~ n 
(rood. 2), on a k ~'a ~-- k ~a. 

Faisons eorrespondre ~ h suite T l e s  deux suites 
X--'-" O, bl b2b 3 . . . ,  Y----  O, et ~ ~ . . . ,  

ot~ lea chiffres b et e sont donnds par les rglations 

bl ~ eh ,  cl ~ k a~ a2 ,  b~ ~ -  k ~  a3,  c2 ~-- k ~'q~ a4 ,  b3 ~ -  k ~ + ~  a ~ , . .   9 

b~ ~ ka~q-a'+"-~=-'~a2=_x, c ~ -  ka'+~q-'-t-~'*-'la~. 

Done b,~, ~ ehiffre de X ,  "est ~gal ~ a~._l ,  n i~e e h i ~ e  de 
rang impaire dans T ,  ou ~ son complementaire, seton que la somme 
eh -1- - ' "  "4- as.-~ des ehiffres de rang pair, qui le precedent, est 
paire ou impaire. Analoguement pour Y. On peut aussi gerire ees 
rglations sous la forme:  

ai ~ bt,  a2 ~ k ~ c a ,  a:~ -~  kr a4 ~ k b " } ~ c 2 ,   9  9 -, 
a~,,-x = k ~ - ~ ' + ~ - ~  b. ,  a~. --- k~ ' t '~ t - "~e~ . -  



158 C~ P~so. 

Si Yon donne la suite f ' ,  alors X et ~ r6sultent d6teminges, et 
si l'on donne X et Y, ta T e s t  d6termin6e. 

Appelons vale~r de la suite T la quantit6 (analogue ~ un nombre 
d6cimal ayant m~me no~tion) 

t ~- val. T ~ at a, a~ 3 - 

A chaque suite / '  correspond un nombre t ,  et l'on a 0 <: t < 1. 
R&iproquement~ les nombres t, dans l'in~rvalle (0, 1) se divisent en 
deux classes: 

g) Les nombres, diff6rents de 0 et de 1, qui mul~pli~s par une 
puissance de 3 donnen~ un en~ier; il sont repr6sent~.s par deux 
suites, l'une 

2 ' ~ - - 0 ,  a l a 2 . . . a ~ _ l a ~ 2 2 2 . . .  
oh a~ es~ 6gal ~ 0 on ~ 1; l'autre 

I T ' ~ 0 ,  a l a 2 . . . a ~ _ l a ~ 0 0 0 . . .  
J off a~ ~ a~ -[- 1. 

~6) Les autres hombres; ils sont reprdsent6s par une seule 
suite T. 

Or la correspondence 6~blie entre T e~ (X,  Y) est r que si 
T e~ T'  sont deux suites de forme diff6rente, mais val. T ~-yak  T', 
e~ si X ,  :Y sont les suites correspondantes ~ T ,  et  X ' ,  Y '  celles cotte- 

r spondantes ~ T ,  on a 
! val. X - -  val. X ,  val. Y ~-- yak Y'. 

En effe~ consid6rons la suite 
T .~- O, a l a  2 . . .  a~,,_~a~,,_~a,z,,_la~,2 2 2 2 . . .  

oh a~_~ et a2~ ne sont pas toutes deux 6gales ~ 2. Cette suite peut 
r6pr6sen~er tout nombre de la classe a. Soi~ 

X ~ O, b I b2 . .   9 b , , _ l b , , b ~ + l . . .  
o n  a :  

b~ ~--- k~-b-t-~-~a~._l ,  b~+~ -~- b~_~ ~-  9   9 ~ k ~ ' ' - ~ - r ~  2. 
Soi~ T" l'autre suite dont la valeur coincide avec val. T,  

T" ~ 0, a~ a ~ . . .  a ~ . ~ a ~ _ ~ a ~ _ ~ a ~  0 0 0 0 . . .  
el 

X '  0 b, b  bi, 

Les premiers 2 n -  2 chiffres de T" coincident avec ceux de T; 
done tes premiers n 1 chiffres de X '  coinciden~ aussi avec ceux 
de X ;  les au~res sont dgh~rmin6s par les rdlations 

b" k - -  k o.  ~ ~ - - I ~  I - "  2 ~ - -  " " " ~ 

Nous distmguerons maint~nanr deux cas~ suivan~ clue a ~  < 2, 
OU a ~  ~ 2.  



Sur une courbe, qui remplit route une aire plane. 159 

Si a~, a |a vateur 0 on 1, on a a~= ~ a2~ -t- 1, a~,-1 -~-as=-1, 
b. ~ b., 

a~ W a4 W" "" + a2~-~ W a~.---- a2 + - - -  + ~2 . -~  + a~.  -{- 1 ,  
d'ofl 

b'.+~ b;,+ b.+ b.+~ k ~ §  2 2 ~ ' "  " ~ I-~----" ~ - - - - ' ' ' ' ' ~ - " ~  ""J'u~r'2~" " 

Duns ce cas les deux s6ries X et X '  coinddent en forme e~ en 
valeur. 

Si a2~ ~ 2 ,  on a a~,_~ ~- 0 ou 1, a~. ~- 0, a~-~ -~- a2,-1 qu 1, 
e~ en posant 

s = a2 + a4 +  9 -  9 -]- a~,_~ 
o n  a 

b~ b' k'a~._~, b ~  ~ .+3 ~ -   9  9 ~ k,O. 

Or, puisque a~,_l ~ a~,-1-~-1, hs  deux fractions O, a2, ,_2222. . .  
et O, a~,_~ 0 0 0 . . .  ont la m~me valeur; en faisant sur les chiffres 
la m~me opdration k" on obtient les deux fractions O, b,,b,,+~b,~+2 . . . .  

b "~" b' et O, ,v~_~ ~+~. . . ,  qui ont aussi, eomme ron volt facilemen% la 
t d o s m~me valeur~ done les fractions X et X ,  bien que de forme iff6renfe, 

r 
ont la m~me valeur. 

Analoguement on prouve que val. Y ~--val. Y :  
Done si l'on pose x ~- val. X ,  et y ~ val. Y, on ddduit qu~ x 

et y sont deux fonctions uniformes de la variable t duns l'intervalle 
(0~ 1). Elles sont continues; en effet s i t  tend ~ to, les 2n  premiers 
chiffres du dgveloppement de t finiront par coincider avec ceux da 
dgveloppement de to, si t o est an/$~ ou avee ceux de l'un des deux 
dgveloppements de to, s i t  o est un a; et alors tes n premiers d~iffres 
de x et y correspondantes ~ t coincideront avee ceux des x ,  y corre- 
spondantes ~ t o. 

Enfin g tout couple (x~ y) ~el que 0 ~ x _~ 1 ~ 0 ~ y ~ 1 corre- 
spond au moins un couple de suites (X~ Ir)~ qui en exprlment la 
valeur; ~ (X~ Y)  correspond une / ' ,  et ~ eelle-ei t; done on pent 
toujours dgterminer t de manii~re que les deux fonetions x et y 
prennent des valeurs arbitrairement donndes dams rintervalle (0, 1). 

On arrive aux m~mes consequences si ron  prend pour base de 
num6ratdon un nombre impaire qnelconque, au lieu de 3. On pent 
pren~-e aussi pour base un nombre pair, mais ators il faut 6t~blir 
entre T et ( X ,  Y) une correspondence moins simple. 

On peut former un arc de courbe con~nue qui remplit en~b~mcn~ 
un cube. Faisons correspond~:e ~ la fraction (en base 3) 

T ~  0,  a ~ a 2 a s s 4 . . .  



160 G. P~a_~o. Sar ane courbe, qui remplit route une aire plane. 

les fractions 
X = O, b s b 2 . . . ,  

off 
Y - ~  O ~ cl c 2 . . ., Z =  O, G d . ,   9 . .  

bl ~ a l ,  ct - ~  k~ 'a2,  dl - -  k~'+r b2 ~ kc~+d'a4,  9  9 - 
b~ ~ k c~+'''+cr'--l+a~+'''+dn-1 a8 ~-~ 

C~ ~ k 4+'''+a~-l+b'+'''+b'~ a~n_l 

d~, -~- k b'+'''+~'~+c'+'''-~'~ a~ ~. 
On prouve que x~---val. X ,  y - - -va l .  Y ,  z ~ - . v a l .  Z sont des 

fonctions uniformes et continues de la variable t ~ val. T; et s i t  
vurie entre 0 et 1, x, y,  z prennent t o u s l e s  ternes de valeurs qui 
satisfont aux conditions 0 ~ x < l ,  0 < y ~ l ,  0 < z < ~ l .  

M. C a n t o r ,  (Journal de Crelle, t. 84~ p. 242) a d6montr6 qu'on 
peut 6tablir une correspondence un/voque et rgciproque (unter gegen- 
seitiger Eindeutigkeit) entre les points d'une ligne et ceux d'une surface. 
Mais M. N e t t o  (Journal de Crelle, t. 86, p. 263), et d'autres ont. 
dgmontr6 qu'un telle correspondence est ngcessairement discontinue. 
(Voir aussi G. L o r i a, L a  def in iz ione  dello s2az io  a d  n d i m e n s i o n i . . .  
secondo Ze ricerche di  G.  Can tor ,  Giornale di Matematiche, 1877). 
Duns ma Note on dgmontre qu'on peut gtablir d'un cot6 l'uniformit6 
et la continuRg, c 'es t -~-dire ,  aux points d'une ligne on peat faire 
correspondre les points d'une surface, de fagon que l 'image de la 
ligne soit l'enti~re surface~ et que le point sur la surface soi~ fonction 
continue du point de la ligne. Mais ce~te correspondence n'est point 
univoquement rgciproque, car aux points (x, y) du carrg, s i x  et y 
sont des /5, correspond bien une seuIe valeur de t,  mais si x ,  ou y, 
on routes les deux sont des a, les valeurs correspondantes de t sont 
en hombre de 2 ou de 4. 

On a dgmontrg qu'on peut enfermer un arc de courbe plane con- 
tinue duns une aire arbitruirement petite: 

1) Si l'une des fonctions, p. ex. l a x  coincide avec la variable 
independente t; on a alors le th6or~me sur l'integrabilit6 des fonctions 
continues. 

2) Si les deux fonctions x et y sont ~ variation hmitge ( J o r d a n ~  
Cours d'Analyse, I I I ,  p. 599). Mais, comme dgmontre l'exemple 
prgcgdent, cela n'est pus vrai si l'on suppose seulement la contiauitd 
des fonctions x et y. 

Ces x et y, fonctions continues de ta variable t r manquent toujours 
de ddriv6e. 

T u r i n ,  J a n d e r  1890. 



Sem figuras!!

Qual a ideia dessas 4 páginas?

Eu consigo entendê-la para poder enriquecer meu zoológico?

Posso transformar essas 4 páginas em um conjunto de
palavras, ou em uma imagem, que me convença da existência
de uma curva de Peano?



Uma “compreensão” (que muito me ajudou)

Quero entender que Peano fez uma função

P : [0, 1]→ [0, 1]× [0, 1]

que vou descrever como P(t) = (Xt ,Yt).

Tomemos o número π1 = π − 3 ∈ [0, 1].

π1 = 0, 141592653589793238462643383279502884197169...

Xπ1 = 0, 1 1 9 6 3 8 7 3 3 4 2 4 3 3 7 5 2 8 1 7 6 ...
Yπ1 = 0, 4 5 2 5 5 9 9 2 8 6 6 3 8 2 9 0 8 4 9 1 9...

P(0, 14159265358979...) = (0, 1196387..., 0, 4525599...)
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Uma “compreensão” (que muito me ajudou)

De forma geral P : [0, 1]→ [0, 1]× [0, 1], denotada
P(t) = (Xt ,Yt) é tal que

P(0, a1a2a3a4a5a6a7a8a9a10...) = (0, a1a3a5a7a9..., 0, a2a4a6a8a10...)

O que podemos dizer desta função?
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A solução que Peano achou

Trabalhando na base 3 só temos os algarismos 0, 1 e 2.

Precisaremos de uma transformação destes algarismos, assim
definimos:

0? = 2 1? = 1 2? = 0

kn? = ((k?)?) . . . )? n vezes

Peano então definiu:

P(0, a1a2a3a4a5a6a7a8a9a10...) =

(0, a1a
a2?
3 a

(a2+a4)?
5 a

(a2+a4+a6)?
7 ..., 0, aa1?2 a

(a1+a3)?
4 a

(a1+a3+a5)?
6 a

(a1+a3+a5+a7)?
8 ...)
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A solução que Peano achou

P(0, 112222222...) =

(0, 121?2(1+2)?2(1+2+2)?2(1+2+2+2)?..., 0, 11?2(1+2)?2(1+2+2)?2(1+2+2+2)?...)

(0, 100000..., 0, 100000000)

P(0, 12000000...) =

(0, 102?0(2+0)?0(2+0+0)?0(2+0+0+0)?..., 0, 21?0(1+0)?0(1+0+0)?0(1+0+0+0)?...)

(0, 100000..., 0, 02222222...)

P(0, 01000000...) =

(0, 001?0(1+0)?0(1+0+0)?0(1+0+0+0)?..., 0, 10?0(0+0)?0(0+0+0)?0(0+0+0+0)?...)

(0, 0222222..., 0, 100000...) = (0, 100000..., 0, 02222222...)
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