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Vocé ja construiu um zooldgico?
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O seu conjunto de exemplos (e contraexemplos) que auxilia a
entender conceitos (e “desconceitos”) matematicos.



Vocé ja construiu um zooldgico?

Toda pessoa que estuda matematica DEVE ter o seu zoolégico
pessoal.

O seu conjunto de exemplos (e contraexemplos) que auxilia a
entender conceitos (e “desconceitos”) matematicos.

Uma fungio descontinua.
Uma sequéncia ndo convergente.
Uma fungdo ndo derivavel (em um ponto).

Um grupo nado abeliano.

vvyyVvyVvyy

Um espago que nio é semi-localmente simplesmente
conexo.



Exemplos que eu gosto (uma amostra de meu

zooldgico)
» Um corpo finito.
» Uma anel sem unidade.
» Uma func¢ao real que sé é continua nos irracionais.
» A construcao de uma funcdo continua, que ndo é

derivavel em nenhum ponto.

v

Um conjunto infinito, mas sem uma boa ordem evidente.

v

Um conjunto ndo mensuravel.

» Um anel com unidade com um subanel que tem unidade,
mas n3o € a mesma do anel todo.



Sobre o que conversaremos hoje?
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Sobre minha experiéncia de aumentar meu zoolégico com uma
curva que preenche uma area:

A Curva de Peano.



Sobre o que conversaremos hoje?

Sobre minha experiéncia de aumentar meu zoolégico com uma
curva que preenche uma area:

A Curva de Peano.

Mais especificamente com uma funcao
P :[0,1] — [0,1] x [0, 1]

continua e sobrejetoral



O que achamos sobre o assunto?



O que achamos sobre o assunto?

Figure: Fonte Wikipedia.




O que achamos sobre o assunto?
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Figure: Fonte https:
//mathshistory.st-andrews.ac.uk/Extras/Peano_curve/

(figura realizada por H K Strick).


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Extras/Peano_curve/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Extras/Peano_curve/

O que achamos sobre o assunto?
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Figure: Curvas de Peano e de Hilbert, retirado de: Diego Ayala,
Daniel Durini, Jose Rangel-Magdaleno, Aztec curve: proposal for a
new space-filling curve, arXiv:2207.14345.



Sur une courbe, qui remplit toute une aire plane.
Par

G. Peaxo & Turin.

Dans cette Note on détermine deux fonctions z et y, uniformes
et continues d'une variable (réelle) Z, qui, lorsque ¢ varie dans Vinter-
valle (0, 1), prennent toutes les couples de valeurs telles que 0<2<1,
0<y< 1 Si l'on appelle, suivant 'usage, couwrbe continue le lieu
des points dont les coordonnées sont des fonctions continues d’une
variable, on a ainsi un arc de courbe qui passe par tous les points
d'un carré. Donc, étant donné un arc de courbe continue, sans faire
d'autres hypotheses, il n'est pas toujours possible de le renfermer dans
une aire arbitrairement petite.

Adoptons pour base de numération le nombre 3; appelons chiffre
chacun des mombres 0, 1, 2; et considérons une suite illimitée de
chiffres ay, ay, a;, ... que nous écrirons

T=0,aa,0....
(Pour ce moment, 7' est seulement une suite de chiffres).

Si a est un chiffre, désignons par ka le chifire 2 —a, comple-
mentaire de a; cest--dire, posons

k0=2, kl1=1, k2=0.

8i b=1ka, on deduit a = kb; on a aussi ka = g (mod. 2).

Désignons par k*a le résultat de Voperation k répétée » fois sur a.
Si n est pair, on a k®a = a; si n est impair, k"a =ka. Sim=n
(mod. 2), on & kra = k*a.

Faisons correspondre & la suite 7' les deux suites

X0, bbby T=0, Gargy...,
on les chiffres b et ¢ sont donnés par les rélations
b=a, ¢, =k%a,, by=kua, ¢=Lkutaa, b =kutug,...
by = Koot taszg, g KOt g,

Dbne b,, nime chifire de X, ‘est égal & asn—;, #e chifire de
rang impaire dans 7', ou 2 son complementaire, selon que la somme
@, + -+ + aza-z des chiffres de rang pair, qui le precedent, est
paire ou impaire. Analoguement pour ¥. On peut aussi écrire ces
rélations sous la forme:

a, =by, a,=kbh¢, ay=kaby, ¢ =Kritg,...,
G =kt gy KNP
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Si Yon donne la suite 7', alors X et ¥ résultent déterminées, et
si Yon donne X et ¥, Ja T est déterminée.

Appelons valewr de la suite T' la quantité (analogue & un nombre
décimal ayant méme notation)

fmval Tm B Gt p ot

A chaque suite 7' correspond un nombre ¢, et T'on a 0 <¢< 1.
Réciproquement les nombres ¢, dans Vintervalle (0, 1) se divisent en
deux classes:

«) Les nombres, différents de 0 et de 1, qui multipliés par une
puissance de 3 donnent un entier; il sont représentés par deux
suites, 'une

T=0, a,ay...0,10,222...
ol a, est égal 2 0 ou & 1; Iautre

T =0, a,a,...06-1a,000...
ol ay =an + 1.

B) Les autres nombres; ils sont représentés par une seule
suite 7'

Or la correspondence établie entre 7' et (X, Y) est telle que si
T et I" sont deux suites de forme différente, mais val. 7 = val. 7",
etsi X, Y sont les suites correspondantes & 7', et X', ¥’ celles corre-
spondantes & 7", on a

val. X =val X', val. ¥ =val. Y".
En effet considérons la suite
T=0, a,a,...0-3020—3020—102,2222 . ..
O} @,y et a2, ne sont pas toutes denx égales & 2. Cette suite peut
réprésenter tout nombre de la classe a. Soit
X =0, bb,..

bu1babats . -
on a:
b=k, | By =By = e = KT v g
Soit 7" Yautre sunite dont la valeur coincide avec val. T,
I'=0, a8, ...0m—s0u 20103, 0000...
X' =0,by . busubugs ... .

Les premiers 2n — 2 chiffres de 7" coincident avee ceux de 7';
done les premiers n — 1 chiffres de X’ coincident aussi avec ceux
de X; les autres sont déterminés par les rélations

by = k"’""‘"'”—’a},._x, Yopp=lppo =1+ = Kot taa-rtan

Nous distinguerons maintenant deux cas, suivant que @z, < 2,

0u agy = 2.
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Si a3, a la valeur O ou 1, on & afs = aza + 1, Ghn—1 = Ggu—1,

b= b,
Gyttt Gt =ttt Gt a1,
d'od
bopp=Dbugs =+« + =bppy = bpga = - - - = karttaze 2,

Dans ce cas les deux séries X et X' coincident en forme et en
valeur.

Si azp =2, on a aza-1=00u 1, a3y =0, Goa1=a2a1+1,

et en posant
s=+ta -+ tans

b= Karat, bupr=bde - =k2, Ly,
Uy = Kooy, Bops = bia = - + - = K0,

on a

Or, puisque @yn—; = Gza—1-+ 1, les deux fractions 0, as,—2 222...

et 0,a5,-1000... ont la méme valeur; en faisant sur les chiffres
1a méme opération k* on obtient les denx fractions 0, bybatsbuys- - .
e O, ¥yByibase. .., qui ont anssi, comme Pon voit facilement, la

méme valeur; donc les fractions X et X', bien que de forme différente,
ont la méme valeur.

Analoguement on prouve que val. ¥ = val. Y.

Done si 'on pose z = val. X, et y = val. ¥, on déduit que z
et y sont deux fonctions uniformes de la variable ¢ dans lintervalle
0,1). Elles sont continues; en effet si ¢ tend a 4, les 2n premiers
chiffres du développement de ¢ finiront par coincider avec ceux du
développement de %, si #, est un B, ou avec ceux de l'un des deux
développements de #,, si 4, est un @; et alors les » premiers chiffres
de « et y correspondantes & ¢ coincideront avec ceux des z,y corre-
spondantes & #,.

Enfin 3 tout couple (z,y) tel que 0< o<1, 0<y<1 corre
spond an moins un couple de suites (X, ¥), qui en expriment la
valeur; & (X, Y) correspond une 7', et a celle-ci ¢; donc on pent
toujours déterminer ¢ de manitre que les deux fonctions z et y
prennent des valeurs arbitrai données dans T 0, 1).

On arrive aux mémes consequences si I'on prend pour base de
numération un nombre impaire quelconque, au lien de 3. On pent
prendre aussi pour base un nombre pair, mais alors il faut établir
entre 7' et (X, Y) une correspondence moins simple.

On peat former un arc de courbe continue qui remplit entidrement
un cube. Faisons correspondre a la fraction (en base 3)

T'=0, a,a,04a,.. .
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les fractions
X=0,bb.., Y=0,¢0,.., Z=0, dyd...
ol
b o=a,, o=kva, d =Kkitia, b,—kita,...
by = Koottty g
o = KAttt
By = Yot terttn g
On prouve que z==val. X, y==val. ¥, z==val. Z sont des
fonctions uniformes et continues de la variable #==val. T'; et si ¢
varie entre O et 1, x, y, # prennent tous les ternes de valeurs qui
satisfont aux conditions 0 <2<1, 0<y<1, 0<s<1.

M. Cantor, (Journal de Crelle, t. 84, p. 242) a démontré qu'on
peut établir une dence univoque et réciprogue (unter gegen-
seitiger Eindeutigkeit) entre les points d'une ligne et ceux d'une surface.
Mais M. Netto (Journal de Crelle, t. 86, p. 263), et d'autres ont
démontré quun telle d est i di i
(Voir aussi G. Loria, La definizione dello spazio ad n dimensioni . . .
secondo le ricerche di G. Cantor, Giornale di Matematiche, 1877).
Dans ma Note on démontre quon peut établiv dun coté I'uniformité
et la continuité, clest-a-dire, aux points d’une ligne on peut faire
correspondre les points d’une surface, de fagon que limage de la
ligne soit entiere surface, et que le point sur la surface soit fonction
continue du point de la ligne. Mais cette correspondence n'est point
univoquement réciproque, car aux points (z, y) du carré, si z et y
sont des B, correspond bien une seule valeur de ¢, mais si z, ou y,
on toutes les deux sont des «, les valeurs correspondantes de ¢ sont
en nombre de 2 ou de 4.

On a démontré quon peut enfermer un arc de courbe plane con-
tinue dans une aire arbitrairement petite:

1) Si lune des fonctions, p. ex. la z coincide avec la variable
independente ; on a alors le théoréme sur l'integrabilité des fonctions
continues.

2) 8i les deux fonctions et y sont & variation limitée (Jordan,
Cours d’Analyse, III, p. 599). Mais, comme démontre Vexemple
préeédent, cela n'est pas vrai si 'on suppose seulement la continuité
des fonctions « et y.

Ces z et y, fonctions continues de la variable ¢, manquent toujours
de dérivée.

Turin, Janvier 1890.




Sem figuras!!

Qual a ideia dessas 4 paginas?
Eu consigo entendé-la para poder enriquecer meu zooldgico?
Posso transformar essas 4 paginas em um conjunto de

palavras, ou em uma imagem, que me convenca da existéncia
de uma curva de Peano?



Uma “compreensdo” (que muito me ajudou)

Quero entender que Peano fez uma fungdo
P :[0,1] — [0,1] x [0, 1]

que vou descrever como P(t) = (X;, Y:).

Tomemos o niimero m; = m — 3 € [0, 1].

m = 0, 141592653589793238462643383279502884197169...



Uma “compreensdo” (que muito me ajudou)

Quero entender que Peano fez uma fungdo
P :[0,1] — [0,1] x [0, 1]

que vou descrever como P(t) = (X;, Y:).

Tomemos o niimero m; = m — 3 € [0, 1].



Uma “compreensdo” (que muito me ajudou)
Quero entender que Peano fez uma fungdo
P :[0,1] — [0,1] x [0, 1]

que vou descrever como P(t) = (X;, Y:).

Tomemos o niimero m; = m — 3 € [0, 1].

m = 0, 141592653589793238462643383279502884197169...
Xy=0119638733424337528176 ..
Yru=0,45255909286638290849109.



Uma “compreensdo” (que muito me ajudou)

Quero entender que Peano fez uma fungdo
P :[0,1] — [0,1] x [0, 1]

que vou descrever como P(t) = (X;, Y:).

Tomemos o niimero m; = m — 3 € [0, 1].

m = 0, 141592653589793238462643383279502884197169...
Xy=0119638733424337528176 ..
Yru=0,45255909286638290849109.

P(0,14159265358979...) = (0,1196387...,0,4525599...)



Uma “compreensdo” (que muito me ajudou)

De forma geral P : [0,1] — [0,1] x [0, 1], denotada
P(t) = (X:, Y:) é tal que

P(O, 313233343536378839310...) = (0, djdidsdydog..., 0, 82843638310...)



Uma “compreensdo” (que muito me ajudou)

De forma geral P : [0,1] — [0,1] x [0, 1], denotada
P(t) = (X:, Y:) é tal que

P(O, 313233343536378839310...) = (0, djdidsdydog..., 0, 82343638310...)

O que podemos dizer desta fungdo?



A solucdo que Peano achou

Trabalhando na base 3 sé temos os algarismos 0, 1 e 2.

Precisaremos de uma transformacao destes algarismos, assim
definimos:

0F=2 1*=1 2*=0



A solucdo que Peano achou

Trabalhando na base 3 sé temos os algarismos 0, 1 e 2.

Precisaremos de uma transformacao destes algarismos, assim
definimos:

0*=2 1" =1 2*=0
k™ = ((k*)*)...)" nvezes
Peano entdo definiu:

P(0, ajayasazasagazagagaig...) =

arx _(az2+as)x (32+34+aﬁ)* arx _(a1+a3)x _(a1+az+as)* _(a1+az+as+ar)*
(0, @125 ag a; ., 0,35 a, ag ag )



A solucao que Peano achou

P(0,112222222...) =
(07 121*2(1+2)*2(1+2+2)*2(1+2+2+2)*‘ 0’ 11*2(1+2)*2(1+2+2)*2(1+2+2+2)*'. )

eey

(0, 100000...,0,100000000)



A solucdo que Peano achou

P(0,112222222...) =
(0, 10101+ (14242)x (14242420 g 11*2(1+2)*2(1+2+2)*2(1+2+2+2)*'”)

eey

(0, 100000...,0,100000000)

P(0,12000000...) =
(0, 10202 +0=(2H0+0)x(240+0+0)x g HLx((1+0)((1+0+0)x((1+0+0+0)« )

(0,100000...,0,02222222...)



A solucdo que Peano achou

P(0,112222222...) =
(0, 10101+ (14242)x (14242420 g 11*2(1+2)*2(1+2+2)*2(1+2+2+2)*'”)

eey

(0, 100000...,0,100000000)

P(0,12000000...) =
(0, 10202 +0=(2H0+0)x(240+0+0)x g HLx((1+0)((1+0+0)x((1+0+0+0)« )

(0,100000...,0,02222222...)

P(0,01000000...) —
(07 001*0(1+0)*0(1+0+0)*0(1+0+0+0)* ] 07 10*O(0—‘,—0)*0(0+O+0)*0(0+0+0+0)* N )

cey

(0,0222222...,0,100000...) = (0,100000..., 0, 02222222...)



Ueber die stetige Abbildung einer Linie auf ein Flichenstuck.*)
Von

Davio Hiserr in Konigsberg i. Pr.

Peano hat kiirzlich in den Mathematischen Annalen**) durch eine
arithmetische Betrachtung gezeigt, wie die Punkte einer Linie stetig
auf die Punkte eines Flichenstiickes abgebildet werden konnen. Die
fiir eine solche Abbildung erforderlichen Functionen lassen sich in
ubersmhﬂ.\che!er Weise herstellen, wenn man nch der folgenden geo-

b bedient, Die de Linie — etwa eine
Gerade von der Linge 1 — theilen wir zuniichst in 4 gleiche Theile
1,2,3,4 und das Flachenstﬁck welches wir in der Gestalt eines
Quadrat von der Sei theilen wir durch zwei
zu einander senkrechte Gerade in 4 gleiche Quadrate 1, 2, 3, 4 (Fig. 1).
Zweitens theilen wir jede der Theilstrecken 1, 2, 3, 4 wiederum in 4
gleiche Theile, so dass wir auf der Geraden die 16 Theilstrecken
1,2,3,...,16 erhalten; gleichzeitig werde jedes der 4 Quadrate 1, 2,
3,4 in 4 gleiche Quadrate getheilt und den so entstehenden 16 Quadraten
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Fg. 1. Fig. 2. Fig. 3.
werden dann die Zahlen 1,2 ... 16 eingeschrieben, wobei jedoch die
B.e'lhenfolge der Quadrate so zu wihlen ist, dass jedes folgende Quadrat
sich mit einer Seite an das vorhergehende anlehnt (Fig. 2). Denken
wir uns dieses Verfahren — Fig. 3

*) Vergl. eine Mittheilung iiber denselben Gegenstand in den Verhandlungen
der Gesellschaft deutscher Naturforscher und Aerste. Bremen 1890.
*%) Bd. 36, S. 157.

-
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nichsten Schritt —, so ist leicht ersichtlich, wie man einem jeden
gegebenen Punkte der Geraden einen einzigen bestimmten Punkt des
Quadrates zuordnen kann. Man hat nur ndthig, diejenigen Theil-
strecken der Geraden zu bestimmen, auf welche der gegebene Punkt
fallt. Die mit den nimlichen Zahlen bezeichneten Quadrate liegen
nothwendig in einander und schliessen in der Grenze einen bestimmten
Punkt des Flichenstiickes ein. Dies sei der dem gegebenen Punkte
zugeordnete Punkt. Die so gefundene Abbildung ist eindeutig und stetig
und umgekehrt einem jeden Punkte des Quadrates cn&sprechen ein, mn
oder vier Punkte der Linie. Es heint tberdies b
dass durch te Abind der Theillinien in dem Quadrate sich
leicht eine eindeutige und stetige Abbildung finden lisst, deren Um-
kehrung eine mrymds mehr als dretdeutzye ist.

Die oben geft d i sind zugleich ein-
fache Beispiele fiir iitberall stetige und mrgands differentiirbare Func-
tionen.

Die hanische Bed g der erd Abbildung ist folgend
Es kann sich ein Punkt stetzg derart bewegen, dass er wahrend einer
endlichen Zeit sii iche Punlte eines Fliichenstiickes trifft. Auch kann
man — ebenfalls durch ignete Abind, der Theillinien im
Quadrate — zugleich hewltken, dass in unendlich mlen uberall dwhb
vertheilten Pumkten des Quadi eine  besti ichtung
sowohl nach vorwiirts wie nach riichwdrts existirt.

Was die Iytische D: der abbildenden Functi an-

betrifft, so folgt aus ijhrer Stetigkeit nach einem allgemeinen von
K. Weierstrass bewiesenen Sntze ‘) sofort dass diese Functionen sich
in liche nach ganzen rati F itende Reihen
entwickeln lassen, welche im ganzen Intervall absolut und gleichmissig
convergiren.

Konigsberg i. Pr., 4. Mirz 1891.

*) Vergl. Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften zu Berlin,
9, Juli 1885,




