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Jogo

Solitaire Army ou Conway's Soldiers

Objetivo: avancar com alguma peca o maximo possivel além da
fronteira
Movimentos permitidos: os mesmos do Resta Um
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Série: é uma soma infinita

«0O)>» «F»r < Q>



Série: é uma soma infinita

142434445+ =

«0O)>» «F»r « =)» Q>



Série: é uma soma infinita

1+2+3+4+5+--.=OO
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Série: é uma soma infinita

1+2+3+4+5+--.=OO
1+1+1+1+1+ =
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Série: é uma soma infinita

1+2+3+4+5+--.=OO
141414141+ =00
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Série: é uma soma infinita

1+2+3+4+5+--.=OO
1+14141+1+-- =00
etetetetet =

«4O0)>» «Fr «=»r» « =) = Q>



Série: é uma soma infinita

1+2434+445+---=00

1+1+14+14+14---=

e+etetetet -=00
see>0

«0>» «F>» «=» « 3 = Q>



Série: é uma soma infinita

1+24+34+445+---=0
1+41+14+1+14---=
etetetete+ - =00
see >0
0+0+0+0+4+0+4+---=
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Série: é uma soma infinita

1+2434+445+---=00

1+1+14+14+14---=

etetetet+te+-- =00
see>0

0+0+0+0+0+---=0
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Séries

Série: é uma soma infinita

1+24+3444+54+--- =00

1+414+141414---=00

eEt+etet+ete+--- =00
see>0

0+0+0+04+0+---=0

Os termos de uma série precisam ficar cada vez menores para que

ela tenha soma finita.
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Série da Pizza

1+1+1+1+1
2 4 8 16
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Série da Pizza

1+1+1+1+1+1
2 4 8 16 32 64

[m]

=



Série da Pizza

1+1+1+1+1+1
2 4 8 16 32 64

1+1+1+1+1+1+
2 8 ' 16 ' 32 ' 64
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Apesar dos termos ficarem cada vez menores, a soma é co.
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Série Harmonica

1+1+1+1+1+ Aﬂ
1 2 3 4 5 o

Apesar dos termos ficarem cada vez menores, a soma é cc.

— ———
FRE SV VR SR PR SR SPI VRN
2 3 4 5 6 7 8 9

1
1
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Série Harmonica

1+1+1+1+1+ Aﬂ
1 2 3 4 5 o

Apesar dos termos ficarem cada vez menores, a soma é cc.

— ——————
FRE SV VR SR PR SR SPI VRN
2 3 4 5 6 7 8 9

1
1
— ———
LS SR T U T R A
1 2 4 4 8 8 8 8 16 N
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Série Harmonica

1+1+1+1+1+ Aﬂ
1 2 3 4 5 o

Apesar dos termos ficarem cada vez menores, a soma é cc.

— ——————
FRE SV VR SR PR SR SPI VRN
2 3 4 5 6 7 8 9

1
1
— ———
LS SR T U T R A
1 2 4 4 8 8 8 8 16 N

1+1+1+1+1+ =
2 2 2 2 a
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Série Harmonica

1+1+1+1+1+ Aﬂ
1 2 3 4 5 o

Apesar dos termos ficarem cada vez menores, a soma é cc.

— ————
1+1+1+1+1+1+1+1+1+ >
1 2 3 4 5 6 7 8 9

— ———
L1 T T T
1 2 4 4 8 8 8 8 16 B

RULTIL S S
2727272
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LS S R SR SR SR SR S
1 4 9 16 25 36 49 64
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LS S SR SR SRS SR S S
1 4 9 16 25 36 49 64 6
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LS S SR SR SRS SR S S
1 4 9 16 25 36 49 64 6
1—1+1—1+1—1+1—1+ -

1 2 3 4 5 6 7 8 -
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1 4 9 16 25 36 49 64 6
1 1 1 1 1 1
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Séries Legais

1+1++1+1+1+1+1+ ™
1 9 ' 16 36 49 ' 64 6
11 1 11

1 3t3 275 gt7 gt =lel
1+1+1+1+1+1+1Jr i
1726 120 ' 720 ' 5040 ' 40320
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Séries Legais

1+1+ +1—+1+1—+1+1—+ ™

1 9 ' 16 36 49 ' 64

11 1 11

1~ 3t3 7Ts ¢t7 5+ log(2)
1+1+1+1_+1 PR S i
126 120 ' 720 ' 5040 ' 40320
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Séries Legais

ts gttt o=

4 4 4 4 4 4
79 13 15

2v/2 (0(1103) | 41(1103 + 26390)  8!(1103 +2 x 26390)
9801 \ 013960 114306* 2143068

121(1103 + 3 x 26390)  16!(1103 + 4 x 26390)
31439612 + 41430616 o
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Séries Legais
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4+4 ‘L
13 15 -7

9801
121(1103 + 3 x 26390)

2v/2 (0(1103) | 41(1103 + 26390)  8!(1103 +2 x 26390)
0143969 114306* 2143068

31430612

16!1(1103 + 4 x 26390)
41430616
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Séries Legais
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121(1103 + 3 x 26390)

2v/2 (0(1103) | 41(1103 + 26390)  8!(1103 +2 x 26390)
0143969 114306* 2143068

31430612

16!1(1103 + 4 x 26390)
41430616
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arctan 5 + arctan — + arctan 'l + arctan 3 + arctan 39 +-e=

5
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Séries Legais

§_ﬁ+7 — + =T

4 4 4 4 4 4
7 13 15

2v/2 (0(1103) | 41(1103 + 26390)  8!(1103 +2 x 26390)
9801 \ 013960 114306* 2143068

|

121(1103 + 3 x 26390)  16!(1103 + 4 x 26390)
31439612 + 41430616 o

t 1—1— t 1+ t 1+ t 1+ t 1+ u
arctan - 4 arctan — 4 arctan — 4 arctan — +-arctan — 4 --- = —
2 5 13 34 89 4
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Séries Legais

Seja p(n) o nimero de maneiras de escrever o nimero inteiro
positivo n como soma de inteiros positivos, ndo importando a
ordem da soma.
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Séries Legais

Seja p(n) o nimero de maneiras de escrever o nimero inteiro
positivo n como soma de inteiros positivos, ndo importando a
ordem da soma. Foi provado por Rademacher em 1937 que
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Séries Legais

Seja p(n) o nimero de maneiras de escrever o nimero inteiro
positivo n como soma de inteiros positivos, ndo importando a
ordem da soma. Foi provado por Rademacher em 1937 que

1 & d 1 T 2 1
= 7§ VkAK(n)— | —=—===senh | —|5 (n— =
p(n) ™2 kzl\f k(n)dn n_ A >en (k 3 <n 24))
onde

Ak(n) — Z e7ri(s(m,l<)—%2mn)
<k,(m,k)=1

0<m
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Série Geométrica: é qualquer série da forma

R N AN A
comacRyejeN.
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Série Geométrica: é qualquer série da forma

e AR AL A A
comacRejeN.

Se a > 1, os termos ficam cada vez maiores e a soma é oo.
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Série Geométrica

Série Geométrica: é qualquer série da forma
JUSTRPNE S BERPVE SRRV BT
comacR,ejeN.

Se a > 1, os termos ficam cada vez maiores e a soma é oo.
Se a =1, a série é a soma de infinitos 1's, que da oc.
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Série Geométrica

Série Geométrica: é qualquer série da forma
JUSTRPNE S BERPVE SRRV BT
comacR,ejeN.

Se a > 1, os termos ficam cada vez maiores e a soma é oo.
Se a =1, a série é a soma de infinitos 1's, que da oc.
O caso interessante é quando a < 1.
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S=d+dt 4
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Para0<a<lejeN:

S=d+dt 4

aS =t 4 JT2 4 I3 T

i
v

«O0>» «F»r «Z» < o



Para0<a<lejeN:

S=d+dt 4

aS =t 4 JT2 4 I3 T

S—aS=4
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Para0<a<lejeN:

S=a +atl 4 g2 g3 4.

aszai+1_|_ai+2_‘_aj+3_|_ai+4+'

S—aS=d=>51-a)=27

«4O0)>» «Fr «=»r» « =) = Q>



Para0<a<lejcN:

S=aj+aj+1+aj+2+aj+3+.

aS = o a2 4 G L gy

S—as=d=S(1-a)=4
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@ Demonstracdo pela técnica de invariantes.

a
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Nao é possivel chegar na linha 5

@ Demonstragao pela técnica de invariantes.

o Cada configuragdo do tabuleiro tera um valor associado.
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Nao é possivel chegar na linha 5

@ Demonstragao pela técnica de invariantes.
o Cada configuragdo do tabuleiro tera um valor associado.

@ O valor ndo aumenta com os movimentos permitidos.
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Nao é possivel chegar na linha 5

Demonstragdo pela técnica de invariantes.
Cada configuracdo do tabuleiro terd um valor associado.
O valor ndo aumenta com os movimentos permitidos.

O valor das configuracdes que tém uma peca na linha 5 é
maior que qualquer valor inicial, quando todas as pegas estdo
abaixo da fronteira.
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Seja a um nimero positivo qualquer.

«0O)» «F» Q>

a



Valores das casas

Seja a um nimero positivo qualquer. Atribuir a cada casa uma
poténcia de a:
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Valores das casas

Seja a um nimero positivo qualquer. Atribuir a cada casa uma
poténcia de a:

a3 al 1 1 a3
3 a2 al 2
3 a2 3
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Valores das casas

Seja a um nimero positivo qualquer. Atribuir a cada casa uma

poténcia de a:

312

all

310

510

all

a12

Semindrio de Coisas Legais
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Valores das casas

Seja a um nimero positivo qualquer. Atribuir a cada casa uma
poténcia de a:

adla®|al|1]al]a®]a®
a8 P |al| 2] A% at
@ | at @ || 3] ]
A8 ] a°
al [ & [ & |a*| & | & | &
@l al|a® || ® ] a | a®
| a® | a" |a®| & | & | &°
S [ ey R R [y R N [
JIT 0 9 |8 29 | 200 [ oIt
I T[S0 | 9 [ g0 | T [ 512

A casa de valor 1 é aquela que queremos atingir.
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casas ocupadas.

Valor de uma configuracdo do tabuleiro: soma dos valores das

it
a
it
v

«Or «Fr o« > QA



Invariante

Valor de uma configuragdo do tabuleiro: soma dos valores das
casas ocupadas. O valor da configuracdo final que queremos
atingir, com uma peca na quinta linha, é 1.
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Invariante

Valor de uma configuragdo do tabuleiro: soma dos valores das
casas ocupadas. O valor da configuracdo final que queremos
atingir, com uma peca na quinta linha, é 1. O valor da
configuracdo inicial, com finitas pecas abaixo da fronteira, é < S,
onde S é a soma infinita de todos os valores das casas abaixo da
fronteira.
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Invariante

Valor de uma configuragdo do tabuleiro: soma dos valores das
casas ocupadas. O valor da configuracdo final que queremos
atingir, com uma peca na quinta linha, é 1. O valor da
configuracdo inicial, com finitas pecas abaixo da fronteira, é < S,
onde S é a soma infinita de todos os valores das casas abaixo da

fronteira.
a | a2 ]al| 1]al]a?] &l
at | @]l ]| &% &t
@ |at|ad|a? a8 a2
||t Bt a®
a’ ||| a* || a
B a8 ]a"] a8
a |8 |a" || a" | Q%] &°
0T 9 8 [ [ 2851 2% | a0
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O nilmero a deve satisfazer:
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O nilmero a deve satisfazer:

a
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O nilmero a deve satisfazer:
ea>0

@ a <1 (para que a soma da série geométrica seja finita)

«0O)>» «F)»r « > Q>
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O nilmero a deve satisfazer:

ea>0

@ a <1 (para que a soma da série geométrica seja finita)

e S5<1

«0O)>» «F»r « =)» Q>



Invariante

O nimero a deve satisfazer:

@ea>0
@ a < 1 (para que a soma da série geométrica seja finita)
e S<1

@ Cada movimento permitido n3o aumenta o valor da
configuragdo do tabuleiro.
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Invariante

O nimero a deve satisfazer:

@ea>0
@ a < 1 (para que a soma da série geométrica seja finita)
e S<1

@ Cada movimento permitido n3o aumenta o valor da
configuragdo do tabuleiro.

Onde S é a soma infinita de todas as casas abaixo da fronteira.
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Hao

]
it
i
il



F+1

12

a

«0O)>r «F>» B



d+d I

JI

12

ou

S 2 o

«0>» «Fr «=)>» < o



d+d I

2 < o4t

«O>» «Fr «Z» « } o
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aj+2 < aj+aj+1

(S

d < Ity I

it
v

«0>» «Fr «=)>» < o



2 < o gt

P <1l+a

e

(S

J < gty g2

1<a+a?

i
v

«O0>» «F»r «Z» < o



«0>» «Fr «=)>» < .

2 < o gt

e ajSaj+1+aj+2

P <1l+a o < or s

a2_a—1§0 e 32+a_120

i
v



Movimentos permitidos na vertical

Ft2 < Jt e J <4 J2

a2§1+a e 1§a—i—a2

az—a—1§0 e 32+a—120

2

—-1—-+/5 —1 5
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Movimentos permitidos na horizontal

[efel J=[ [ [ef [ lefef=le] [ |

(P [J72] ou [d2[JT[J] o

|aj+1|aj|aj+1|

=] 5 = = E DA



Movimentos permitidos na horizontal

’aj+2‘aj+1‘aj‘

ou

’a/‘aj+1‘aj+2‘

EAER S

Erik Amorim
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Movimentos permitidos na horizontal

T [F7] o [F7[FT[F] ou

‘a’“‘af‘afﬂ‘

d+adt— I ou M+ d ou A+ AT I
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Movimentos permitidos na horizontal

T [F7] o [F7[FT[F] ou

’aj+1‘aj‘aj+1‘

d+adt— I ou M+ d ou A+ AT I

A<+ e d<IT LI
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Movimentos permitidos

Portanto, com movimentos permitidos, a condi¢do do invariante
nunca crescer é equivalente a

1— 1
0,618 ~ \/ggag +\/g~1,618
2 2
e
<ﬂ~—1,618 ou a2ﬂ~0,618

=7 2
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Movimentos permitidos

Portanto, com movimentos permitidos, a condi¢do do invariante
nunca crescer é equivalente a

1-— 1
—0,618 ~ \/ggag +\/g~1,618
2 2
e
ag_l;/gw—l,618 ou az_lz‘/gwo,&s

Juntando com 0 < a < 1, temos:
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Movimentos permitidos

Portanto, com movimentos permitidos, a condi¢do do invariante
nunca crescer é equivalente a

1— 1
0,618 ~ \/ggag +\/g~1,618
2 2
e
<ﬂ~—1,618 ou a2ﬂ~0,618

=7 2

Juntando com 0 < a < 1, temos:

-1
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Vamos tomar
a= ~1++5
=

i
v
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“1EVS a
5 <
Vamos tomar

<1

,_ 1+
N 2
Sera atil lembrar que esse valor de a satisfaz as identidades

1—a=a’

l1+a=

«0O0)>» «F»r «Z» « Q>
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Valor de S

a12

all

a10

a10

all

a12

Semindrio de Coisas Legais
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Valor de S

a12

all

a10

a10

all

a12

) +2(a" + 8%+

+

OOa.
+
™+
+
6a“
N+
+9
—~ ®©
D+
)]
lTa
~ +
aoo
+
o
H+
L
s
0 “n
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«0O0)>» «F»r «Z» « Q>

Queremos S < 1.

S=("+a%+a + - )+2(aC+a’+a8+- - )+2(a’ +aP+a¥+ )+

+2(a8+a®+a%+ ) +2@@+ a0 +att )+ =

it
-



Valor de S

Queremos S < 1.

S=(a+a%+a'+ - )+2(a®+a +a8+- ) +2(a’ +aB+a0 - )+

+2(B+ %+ a0+ ) r2@® a0 At ) e =

= 2[(35+a6—|—a7+- .- )—|—(a6_|_a7_|_38_|_. .. )+(37+38+39+- D R
—(35+36+a7—|—---):
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Valor de S

Queremos S < 1.

S=(a+a%+a'+ - )+2(a®+a +a8+- ) +2(a’ +aB+a0 - )+

+2(B+ %+ a0+ ) r2@® a0 At ) e =

= 2[(35+a6—|—a7+- .- )—|—(a6_|_a7_|_38_|_. .. )+(37+38+39+- D R
—(35+36+a7—|—---):
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_a+1 35

_1—31_a:
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a+1 a5 _(a+1)35

S l-al—a (1-a)? _
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at+1 a° _(a.|_1)a5_ %35 )
S l-al-a (1-af (&)
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at+1 a° _(a.|_1)a5_ %35 i
1—al—a (1—3)2 —(32)2_

a4

— -
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a+1 a5 _(a+1)35

1.5
T l-al-a (1-a)? :(32)2:
a* o
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at+1 a° _(a.|_1)a5_ %35 i
1—al—a (1—3)2 —(32)2_

a4
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a
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_a+1l 2° _(a.|_1)a5_ %35 i
1—al—a (1—3)2 —(32)2_

a4

— -

a4

m a* <
como quen’amOS!
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v
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Valor de S

como queriamos! Isso prova que se tiver alguma casa desocupada
abaixo da fronteira, ndo é possivel chegar a quinta linha.
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Valor de S

como queriamos! Isso prova que se tiver alguma casa desocupada
abaixo da fronteira, ndo é possivel chegar a quinta linha.

Mas é inconclusivo quanto ao caso em que todas as casas abaixo
da fronteira estdo inicialmente ocupadas.
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E se tivéssemos escolhido outro a no intervalo exigido?

_1+\/§Sa

<1

it
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Da pra melhorar?

E se tivéssemos escolhido outro a no intervalo exigido?

-1 5

Qualquer a aqui aumenta o valor de S. Entdo

-1++5
2

€ o Unico numero real para o qual a demonstracao funciona!
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Da pra melhorar?

E se tivéssemos escolhido outro a no intervalo exigido?

-1 5

Qualquer a aqui aumenta o valor de S. Entdo

-1++5
2

€ o Unico numero real para o qual a demonstracao funciona!

Mas n3o prova o caso em que todas as casas abaixo da fronteira
estdo ocupadas.
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Como atingir a linha 5
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