Retas sao pontos

Circulos sao pontos

O importante é contar!
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Retas tangentes a uma cubica
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Coordenadas Homogéneas

z:y:zl =[x Ay Az], AF£O
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Polinémios Homogéneos

Um polinémio ¢ homogéneo quando todos seus monémios tém o
mesmo grau. Equivalentemente, quando

X'p(z,y, z) = p(Az, Ay, Az)

ar+by+c=0 aX +bY +¢Z =0
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Polindmios Homogéneos

@=a)’+(y—b) =7



Polindmios Homogéneos

(x—a)’+ (y —b)* =17 (X —aZ)’+ (Y —b2)" = 1?2
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O Espaco Projetivo

Coordenadas Homogéneas

Xo: Xy Xy X3

N

(XOaXla T aXn—l)



O Teorema de Bézout



O Teorema de Bézout

ZI(P,FHG) =deg F' - deg G
P



O Teorema de Bézout

ZI(P,FHG) =deg F' - deg G
P



O Teorema de Bézout

ZI(P,FHG) =deg F' - deg G
P




Interseccao Transversal



Interseccao Transversal



Interseccao Nao-Transversal



Interseccao Nao-Transversal




O Teorema de Bézout com Interseccoes
Transversais
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Ponto (Genérico e Hiperplano Genérico
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Teorema de Bézout

Se Xy, ..., Xy € P" sao variedades de codimensoes ¢ ..., ¢; com
Y. c; < n, e que se intersectam genericamente transversalmente, entao

deg(X1N---NXy) = Hdeg(X@-).

Em particular, se duas variedades X,Y c P" possuem dimensoes
complementares e se intersectam transversalmente, entao

X NY|=deg(X):deg(Y)









Dada uma ctbica suave C e um ponto genérico p em P?, quantas das
retas que passam por p sao tangentes a C7

> -

Em dimensao 3: (Quantos planos contendo uma reta L genérica sao
tangentes a uma dada hipersuperticie cubica suave?
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Hipersuperficie Dual

Seja X : (F =0) C P" uma hipersuperficie suave de grau d.
Para cada ponto p de F, o espaco tangente a F' no ponto p ¢ dado
por

OF OF
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Hipersuperficie Dual

Seja X : (F =0) C P" uma hipersuperficie suave de grau d.
Para cada ponto p de F, o espaco tangente a F' no ponto p ¢ dado
por

OF OF
T,X o (D) Xo+ ot g

X, =0.
X, (p) 0

Pela dualidade, associamos cada ponto p de X ao ponto
correspondente ao espaco tangente no dual:

Gp: F — F*C (P
OF OF
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Pascal - Brianchon

IEDQ

Teorema de Pascal

Teorema de Brianchon




Grau da Hipersupertficie Dual

Proposicao. Se X : (F' = 0) C P" é uma hipersuperticie suave de grau
d >1, entdao a dual de X é uma hipersuperficie de grau d(d — 1)"".
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Grau da Hipersupertficie Dual

Proposicao. Se X : (F' = 0) C P" é uma hipersuperticie suave de grau
d >1, entdao a dual de X é uma hipersuperficie de grau d(d — 1)"".

Prova.

deg(X™)=|X"N"H N---NH, 4]
Fato: Gx: X — X* C (P")" é birracional. Logo,
X*NH N NHy | = XNGY(H)N NGy (Hyr)

Note que se H; : apXg+ - - -+ a,X,, = 0, entao

OF OF

Gy'(Hy) - a0 g5 (P) 4+ an g (p) = 0




Logo, cada pré-imagem ¢ uma hipersuperficie de grau d - 1, e
portanto, pelo Teorema de Bézout,

deg(X*) = |X NGy ()N -~ NGy (Hoor)| = d(d — 1)""



Quantas retas que passam pelo ponto sao
tangentes a cubica?
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O que é um circulo?

Tomando Z = 0 na equacao do circulo homogeneizada

(X —aZ)+ (Y =bZ)Y =2 = 2> +4* = 0= z = +iy
obtemos que todo circulo passa pelos pontos circulares no infinito
o, =[1:9:0 o_=[l:-i:0]

Reciprocamente, uma conica suave que passa por estes dois pontos
pode ser escrita como uma equacao de um circulo.

Definicao. Um circulo em P? é uma conica que passa pelos dois
pontos circulares.



Espaco dos Circulos

{conicas em P*} — P

aX* 4+ a Y+ asZ* + asXY +auXZ +asYZ «— [ag:ar:as: as: as: as)



Espaco dos Circulos

{conicas em P*} — P

a0X2 + CL1Y2 + CLQZQ + CL3XY + a4XZ+a5YZ Ae [ao a1 - a9 . ag . ay . CL5]
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Espaco dos Circulos

{conicas em P*} — P

aX* 4+ a Y+ asZ* + asXY +auXZ +asYZ «— [ag:ar:as: as: as: as)

{circulos em P} —  PPCP

aX2+aY2_|_CZ2_|_0XY_|_€XZ-|-fYZ<—>[a:a,:c:():e:f]

Seja Zp C P? o conjunto dos circulos tangentes a um dado circulo
suave D.


















Por Bézout...

Sejam Dy, Dy, Dg os trés circulos dados. Os circulos tangentes aos
tres correspondem aos pontos da interseccao
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Por Bézout...

Sejam Dy, Dy, Dg os trés circulos dados. Os circulos tangentes aos
tres correspondem aos pontos da interseccao

A=Z7Zp NZp,NZp,
que pelo Teorema de Bézout, tem grau

deg(A) = 2° = 8.

Portanto, existem 8 circulos tangentes aos trés circulos dados.
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Outros problemas legais

* Quantas retas intersectam 4 retas gerais no espaco’?
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Outros problemas legais

* Existem 32 retas tangentes a 4 superticies quadricas gerais.

« Quantas conicas planas em P3 intersectam 8 retas gerais? 92,
todas suaves.

* (Quantas conicas sao tangentes a 5 coOnicas planas em posicao
geral? 3264.

e Existem exatamente 4407296 cOnicas tangentes a 8 superficies
quadricas gerais.

* Quantas retas estao contidas numa hipersuperficies geral de grau
37 em P?9?7 Exatamente

4798492409653834563672780605191070760393640761817269985515.
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