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Como aproximar funcoes trigonométricas?

m Responda rapido: qual é o algoritmo usado, nas calculadoras,
para aproximar fun¢des trigonométricas (e.g. sin#, cosd,
etc.)?

m N3o é expansao em Taylor!

. 02 6 o

m Por que ndo? O problema s3o as multiplicagdes.
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L Introdugdo

Custo computacional

Lembremos que computadores normalmente trabalham com
nimeros bindrios. As operacdes mais rapidas que podem ser feitas
num computador s3o:

Adicionar e subtrair nimeros.
Comparagdo de nimeros (i.e. decidir se é maior ou menor).
Armazenamento e leitura de nimeros na memoria.

Multiplicagdo por 2", n € Z. Ex.:
0.0001011 x 22 = 0.0101100.

Num computador com pouca capacidade de processamento, o ideal
seria obter um algoritmo que utilizasse apenas estas opera¢des.
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CORDIC

m Em 1959, Jack Volder inventou o algoritmo CORDIC.

COordinate Rotation Dlgital Computer

m O CORDIC é muito ripido! Consiste, majoritariamente, em
utilizar as 4 operacdes anteriores.

m Assim como boa parte dos algoritmos numéricos, o CORDIC
foi desenvolvido por uma razdo muito nobre: fins militares. O
objetivo era utiliza-lo no sistema de navegacao do
bombardeiro B-58.
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Ideia

Vamos aproximar cosf e sin# ao mesmo tempo.

Podemos considerar o ponto (cos#,sin ) no circulo unitdrio.

Objetivo: obter uma sequéncia de pontos em R? convergindo
para (cosf,sin6).

m Vamos assumir que todos os pontos desta sequéncia est3o no
circulo unitdrio. Porqué?

m Pois é facil "mover” pontos no circulo unitario.
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Rotacdes no R?

R, — [ s 6 —sind
=\ sin cosd
Dado um vetor (ponto) em R? com coordenadas (x,y). O vetor
cosf) —sinf x\ [ xcosf) —ysind
sinf cosf y /  \ xsinf+ ycosf
é o vetor (x, y) rotacionado de um angulo € no sentido
anti-horario. Obs.: Se 0 é negativo, giramos no sentido hordrio.
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m Vamos fixar que o ponto de partida é sempre (1,0).

m Dado um ponto (cos x, sin x), queremos agora obter angulos
01,02, ...,0, (positivos ou negativos), de maneira esperta,

tais que
cosx \ R, - R\ R 1
sinx ) TOn 2701 \ ¢

e o produto da direita seja “rapido” de calcular.

m Note que (aqui comega a sacanagem)
cosf —sind 1 —tand
Ro = ( sinf  cosf )_Cose(tanﬁ 1 >

m E se os dngulos 6,, fossem tais que tanf, = 2%?
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Se 0, = arctan % .entdo

R9n< Z>2C050"<tanl€ tan9 > <
B 1 71/2” a
—c050n<1/2n 1 ><b

a—b/2"
:C050"<a/2”ib>

Esquecendo o cosf,, por um momento, observe que estamos
realizando apenas operacGes rapidas para multiplicar Ry por um
vetor.

;)
)
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Basicamente, o algoritmo funciona assim: dado um angulo x,
devemos aproximar x por uma sequéncia de somas e subtracdes de
angulos 6, = arctan1/2". E melhor explicar com um exemplo.

n Aproximagado de 6,
0 0.785398 rad
1 0.463648 rad
2 0.244979 rad
3
4

0.124355 rad
0.062419 rad

m Eventualmente, podemos parar de calcular estes valores pois
tan @ ~ 6, para 6 pequeno.

m Por exemplo, para n =9 (6, = arctan1/512), esta
aproximacdo ja tem 8 casas decimais de precis3o.
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Tome x = 1 rad. Vamos aproximar este angulo utilizando os 6,,.
xp = 6o = 0.785398
Muito pequeno, entdo somamos:
x1 = 6y + 01 = 1.249046
Passou, entdo subtraimos:
xo = 0g + 61 — 0> ~ 1.004067

Etc. Em cada passo, o computador deve verificar se a aproximacio
obtida é maior ou menor (operagdo ripida) que o ndmero desejado.
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Enquanto aproximamos o angulo x, vamos aproximando cos x e
sin x, basta ir multiplicando as matrizes correspondentes. Por
exemplo, no terceiro passo, vamos ter

cosxp \ 1

<sinx2>_R_92R91R9°(O>
11 1 -1 1 -1 1
(1) DG )6)

4 2

onde ¢ = cos(—65) cos ;1 cos .
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Enquanto aproximamos o angulo x, vamos aproximando cos x e
sin x, basta ir multiplicando as matrizes correspondentes. Por
exemplo, no terceiro passo, vamos ter

cosxp \ 1
<sinx2>_R_92R91R9°(O>
1 _1 _
(00 DG )06
2

onde ¢ = cos(—6) cos ; cos by. Fazendo apenas 3 passos, temos
cos x» == 0.5368, sin x» =~ 0.8436. Enquanto que cos1 = 0.5403 e
sinl ~ 0.8414.

N
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Ent3o, se o algoritmo rodar n + 1 passos, teriamos algo do tipo

cosx \ _ [ cosx, \ 1
< sin x ) - < sin X, > = cRyg, - Ry, Rug, ( 0 )

onde ¢, = cos B, - - - cos 8 cosbg.
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Ent3o, se o algoritmo rodar n + 1 passos, teriamos algo do tipo

cosx \ _ [ cosx, \ 1
< sin x ) - < sin X, > = cRyg, - Ry, Rug, ( 0 )

onde ¢, = cosf, - --cosfq cosfy. Problema: ainda temos que lidar
com o cp,.
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O pulo do gato

Quem garante que o nosso método realmente converge?

CORDIC Utilizando o método descrito anteriormente, temos que

| cos x — cos xpy1]| < 1/2"
| sin x — sin xp41]| < 1/2"

se —m/2 < x < 7/2.

O teorema acima nos diz de maneira precisa como estimar o erro
das aproximacgdes. Por exemplo, se quisermos uma aproximacio
com 10 casas decimais, poderiamos tomar n+ 1 = 40 e parar de
aproximar sempre em n = 39, pois

1

235 ~ 1.8189 x 10772,
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Mas isso acaba nosso problema! Pois se fixarmos que vamos parar
sempre em n = 39, c39g = ¢ serd uma constante (pois cosseno
independe do sinal).
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O pulo do gato - continuacao

Mas isso acaba nosso problema! Pois se fixarmos que vamos parar
sempre em n = 39, c39g = ¢ serd uma constante (pois cosseno
independe do sinal). Utilizando qualquer outro método, temos

¢ = cosf3g - --cosbq cosby ~ 0.607252935

Logo, a Unica operagdo nao-rapida que estamos fazendo é uma
multiplicagdo por uma constante (que ja fica implementada no

hardware) no final. Observe que, como os 6, também ji estdo

pré-definidos, entdo podemos também implementa-los direto no
hardware.
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Copiado descaradamente de:

Alan Sultan, CORDIC: How Hand Calculators Calculate, The
College Mathematics Journal (MAA), Vol. 40, n° 2, 2009, pg.
87-92.

J. Underwood and B. Edwards, How do calculators calculate
trigonometric functions? Educational Resources Information
Center (ERIC) document ED461519.

http://en.wikipedia.org/wiki/CORDIC
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