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Dimensao de Espacos Vetoriais

@ Exemplos de Espacos Vetoriais: R" e C"
@ Dimensdo: Cardinalidade da base.

@ Numero de pardmetros necessdrios para distinguir pontos no espaco
vetorial.
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Dimensao de Espacos Vetoriais

o R" = {(x1,x2, ..., Xn); X1, ..., Xn € R}
Logo dimR"” = n
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Dimensao de Espacos Vetoriais

o R" = {(x1,X2, ..., Xn); X1, ..., Xn € R}
Logo dimR" = n

° Seja V ={(x,y) €R*x —y =0}
Entdo dimV =1
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Dimensao de Espacos Vetoriais

o R" = {(x1,x2, ..., Xn); X1, ..., Xn € R}
Logo dimR"” = n

e Seja V ={(x,y) e R%,x —y =0}
Entao dmV =1

@ Seja V/[t] o espago dos polindmios reais em t.
Por exemplo, 1+ 2t = (1,2,...,0,...) € V[t] e
740t 4+ 0t? +4t3 = (7,0,0,4,0,...,0,...) € V[t]
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Dimensao de Espacos Vetoriais

o R" = {(x1,x2, ..., Xn); X1, ..., Xn € R}
Logo dimR"” = n

e Seja V = {(x,y) € R%; x — y =0}
Entdo dimV =1

@ Seja V/[t] o espago dos polindmios reais em t.
Por exemplo, 1+ 2t = (1,2,...,0,...) € V[t] e
740t 4+ 0t? +4t3 = (7,0,0,4,0,...,0,...) € V[t]
Temos dimV/[t] = oo
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Conjuntos abertos

" Definicao”
Conjuntos aonde todo ponto "cabe com folga”. Ou seja, dado um ponto x

no conjunto, existe uma bola com centro em x inteiramente contida no

conjunto. Em R, os abertos s3o os intervalos abertos e unido de intervalos
abertos.
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Cobertura por abertos de X

Definicao

Familia de conjuntos abertos que contém X.
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Exemplo de cobertura por abertos

@ Considere X =R
o Seja F={(a,a+1);VacZle G={(b+3,b+3);¥beZ}
@ Entdo U = F U G é cobertura de X
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Exemplo de cobertura por abertos

@ Considere X =R

o Seja F={(a,a+1);VacZ}e G={(b+3,b+3);VbeZ}
@ Entio U = F U G é cobertura de X
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Dimensao topoldgica

Definicao

Refinamento de uma cobertura: Um refinamento de uma cobertura de
um espaco X uma nova cobertura do mesmo espaco tal que cada
conjunto da nova cobertura um subconjunto de algum elemento da antiga

cobertura
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Dimensao topoldgica

Definicao

Ordem de uma cobertura: Nimero maximo de abertos que intersectam
um mesmo ponto.
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Dimensao topoldgica

Definicao
Ordem de uma cobertura: Nimero maximo de abertos que intersectam
um mesmo ponto.

Definicao

Dimensao topolégica de X: Seja X subconjunto de um espaco
topoldgico. Suponha que exista um natural n tal que toda cobertura
aberta C de X possui um refinamento C’ de ordem n+ 1. Se n é o menor
natural com essa propriedade, entdo dim7(X) = n. Se tal n ndo existir,
diremos que X possui dimens3o infinita.
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Exemplo: Dimensdo de R

@ Considere X = R com a cobertura definida anteriormente
@ Ordem =2
e DimrR =1
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3o de auto-similaridade

lado original: 1 lado original: 1 lado original: 1
lado menor: s = % lado menor: s = % lado menor:s = %
s—2 = 22 quadrados s2 =32 quadrados 53 = 33 cubos
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Dimensao de auto-similaridade

Definicao
Em geral: Se um conjunto limitado X C R” pode ser dividido em um
numero finito N(s) de subconjuntos, todos congruentes, reescalado por
um fator linear s, entdo a dimens3o de auto-similaridade de X é o (nico d

que satisfaz N(s) = s—¢.
log(N(s))

Ou seja, d =
log (%)
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Dimensao de auto-similaridade (Cantor Set)
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Dimensao de auto-similaridade (Cantor Set)
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Dimensao de auto-similaridade (Cantor Set)
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Dimensao de auto-similaridade (Cantor Set)
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Dimensao de auto-similaridade (Cantor Set)

°os=1
3
o N(s)=2
d log(2)
@ Queremos d tal que 39 =2 logo d = ~ 0.63092975...
log(3)

Luciano Rocha (Universidade de Sdo Paulo) Muito Além de 3 Dimensdes Sdo Carlos, 2017 16 / 29



Dimensao de auto-similaridade (Koch Snowflake)

Stage () Stage 1

Stage 2 Stage 3
log(4

d=18®) o618
log(3)
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Box-counting dimension

A fim de expandir para conjuntos mais gerais, definimos a Box-counting
dimension:

Definicdo

Seja X C R” limitado e N(9, X) o nimero minimo de bolas de tamanho
no maximo o que cobrem X. Entdo
log(N(é, X))

dimgX = limg_,g T
IOgS
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Box-counting Dimension (computando)

Seja X C R" limitado
Particione R” em cubos de lado ¢

Seja N(d, X) o niimero de cubos que intersecta X
log(N(4, X))
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Figure 4.32 : Count all boxes that intersect (or even touch) the coastline of Great Britain, including Ireland.
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Box-counting Dimension (computando)

@ Seja X C R" limitado
@ Particione R" em cubos de lado §
@ Seja N(d, X) o nimero de cubos que intersecta X

. log(N(9, X
o d=lims_o 7g( ( 1’ )
log 5
Para § entre 20m e 200km, d ~ 1.21
| * | FEFFEEE
z,
b % ] 3
VAP \ FeeaCal 4
AR ) k) L
N P 3 i
P NV\J T \} | / - "
____,777,,,:77247 i i ol :M YT

Figure 4.32 : Count all boxes that intersect (or even touch) the coastline of Great Britain, including Ireland.
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Box-counting Dimension (computando)

Para efeitos de comparacdo:
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Box-counting Dimension (computando)

Para efeitos de comparacdo:
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Box-counting Dimension (computando)

Para efeitos de comparacdo:
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Medida de Hausdorff

Definicao
Sejad >0e X C (Y,p) um espago métrico. A medida d-dimensional de
Hausdorff é definida por

1a(X) = limeo infy, S°:(diam(U;))?
Aonde U; é cobertura por abertos de X com didmetro menor que .
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Medida de Hausdo
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Medida de Hausdo
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Dimensao de Hausdorff

Proposicao

Seja d’ > d > 0. Se puy(X) < oo, entdo uq/(X) =0 e, se ug(X) >0,
entdo pq(X) = oo.
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Dimensao de Hausdorff

Proposicao

Seja d’ > d > 0. Se pugy(X) < oo, entdo puq/(X) =0 e, se ug(X) >0,
entdo pg(X) = oo.

Dem.: Se p14(X) < oo, para todo § > 0 suficientemente pequeno, existe
{Bj}jen com X C U2, B;, diam(B;) < 6, e

> =1 (diam(B)))? < pa(X) +1
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Dimensao de Hausdorff

Proposicao

Seja d’ > d > 0. Se pugy(X) < oo, entdo puq/(X) =0 e, se ug(X) >0,
entdo pg(X) = oo.

Dem.: Se p14(X) < oo, para todo § > 0 suficientemente pequeno, existe
{Bj}jen com X C U2, B;, diam(B;) < 6, e

> i2i(diam(B;))® < pa(X) +1
Se d' > d,

(diam(B;))? =9 < 69~9 = (diam(B;))? < 67 ~9(diam(B;))?
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Dimensao de Hausdorff

Proposicao

Seja d’ > d > 0. Se pugy(X) < oo, entdo puq/(X) =0 e, se ug(X) >0,
entdo pg(X) = oo.

Dem.: Se p14(X) < oo, para todo § > 0 suficientemente pequeno, existe
{Bj}jen com X C U2, B;, diam(B;) < 6, e

> o1 (diam(B;))? < pa(X) +1
Sed >d,
(diam(B;))? =9 < 69~ = (diam(B;))? < 67 ~9(diam(B;))?

Zj’il(diam(Bj))d' < §d'—d > 21 (diam(B;))® < 64 =g (X) + 1]

Luciano Rocha (Universidade de Sdo Paulo) Muito Além de 3 Dimensdes S3o Carlos, 2017 26 / 29



Dimensao de Hausdorff

Proposicao

Seja d’ > d > 0. Se pugy(X) < oo, entdo puq/(X) =0 e, se ug(X) >0,
entdo pg(X) = oo.

Dem.: Se p14(X) < oo, para todo § > 0 suficientemente pequeno, existe
{Bj}jen com X C U2, B;, diam(B;) < 6, e

> o1 (diam(B;))? < pa(X) +1
Sed >d,
(diam(B;))? =9 < 69~ = (diam(B;))? < 67 ~9(diam(B;))?

Zj’il(diam(Bj))d' < §d'—d > 21 (diam(B;))® < 64 =g (X) + 1]

Logo ud (X) < 649 [ug(X) + 1];30 Oe
p® (X)=0
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Dimensao de Hausdorff

Definicao

Seja X C (Y, p). Definimos Dimy(X) como o tnico d € Ry U {oo} tal
que pg(X)=0sed >de pqg(X)=00sed>d.
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Dimensao de Hausdorff

Proposicao
Seja X C R” limitado, entdo Dim7(X) < Dimy(X) < Dimg(X)
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Dimensao de Hausdorff

Proposicao
Seja X C R” limitado, entdo Dim7(X) < Dimy(X) < Dimg(X)

Benoit Mandelbrot: "Um fractal é um conjunto cuja dimens3o de
Hausdorff é estritamente maior que a dimensdo topoldgica”
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Dimensao de Hausdorff

Proposicao

Seja X C R” limitado, entdo Dim7(X) < Dimy(X) < Dimg(X)

Benoit Mandelbrot: "Um fractal é um conjunto cuja dimens3o de
Hausdorff é estritamente maior que a dimensdo topoldgica”

Seja X ={0,1, %, %, ...}. Entdo Dimy(X) =0 e Dimg(X) = %
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Dimensao de Hausdorff

Proposicao
Seja X C R” limitado, entdo Dim7(X) < Dimy(X) < Dimg(X)

Benoit Mandelbrot: "Um fractal é um conjunto cuja dimens3o de
Hausdorff é estritamente maior que a dimensdo topoldgica”

Seja X ={0,1, %, %, ...}. Entdo Dimy(X) =0 e Dimg(X) = %

Existem conjuntos X tal que Dimy(X) =0 e Dimg(X) = co
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