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O Axioma da Escolha

O Axioma da Escolha é a seguinte ingénua afirmacg&o:
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O Axioma da Escolha

O Axioma da Escolha é a seguinte ingénua afirmacg&o:
Se (X; :i € I) é uma familia indexada ndo vazia de conjuntos

ndo vazios, entio H X; # 0.
iel
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O Axioma da Escolha

O Axioma da Escolha é a seguinte ingénua afirmacg&o:
Se (X; :1 € I) é uma familia indexada ndo vazia de conjuntos

ndo vazios, entio H X; #0.
iel

SHReK 2
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O Axioma da Escolha

Uma consequéncia nada ingénua

No entanto, o Axioma da Escolha conduz a certas coisas nada intuitivas...
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O Axioma da Escolha

Uma consequéncia nada ingénua

No entanto, o Axioma da Escolha conduz a certas coisas nada intuitivas...

Teorema (Banach—Tarski 1924)

O Axioma da Escolha implica que, no espaco euclidiano tridimensional, é
possivel particionar uma esfera numa quantidade finita de pedacos e
montar esses pedacos novamente (aplicando translagdes e rotagdes a eles)
de modo a formar duas esferas idénticas a original.
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O Axioma da Escolha

Uma consequéncia nada ingénua

No entanto, o Axioma da Escolha conduz a certas coisas nada intuitivas...

Teorema (Banach—Tarski 1924)

O Axioma da Escolha implica que, no espaco euclidiano tridimensional, é
possivel particionar uma esfera numa quantidade finita de pedacos e
montar esses pedacos novamente (aplicando translagdes e rotagdes a eles)
de modo a formar duas esferas idénticas a original.
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O Axioma da Escolha

Uma consequéncia nada ingénua
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O Axioma da Escolha

O Paradoxo de Banach—Tarski

Mas como isso é possivel?
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O Axioma da Escolha

O Paradoxo de Banach—Tarski

Mas como isso é possivel?

O negdcio é que a pergunta correta aqui seria:
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O Axioma da Escolha

O Paradoxo de Banach—Tarski

Mas como isso é possivel?
O negdcio é que a pergunta correta aqui seria:

— Por que ndo poderia ser possivel?
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O Axioma da Escolha

O Paradoxo de Banach—Tarski

O Paradoxo de Banach—Tarski contraria o “senso comum” porque afirma

que conseguimos dividir um conjunto numa quantidade finita de pecas e

monta-las novamente de modo a conseguir um outro conjunto que tem o
dobro do volume do conjunto inicial.

Rodrigo R. Dias Horrores de um mundo sem escolha



O Axioma da Escolha

O Paradoxo de Banach—Tarski

O Paradoxo de Banach—Tarski contraria o “senso comum” porque afirma

que conseguimos dividir um conjunto numa quantidade finita de pecas e

monta-las novamente de modo a conseguir um outro conjunto que tem o
dobro do volume do conjunto inicial.

Rodrigo R. Dias Horrores de um mundo sem escolha



O Axioma da Escolha

O Paradoxo de Banach—Tarski

O Paradoxo de Banach—Tarski contraria o “senso comum” porque afirma
que conseguimos dividir um conjunto numa quantidade finita de pecas e
monta-las novamente de modo a conseguir um outro conjunto que tem o
dobro do volume do conjunto inicial.

Isso parece impossivel porque, se as pecas foram apenas transladadas e
rotacionadas, o volume delas ndo deveria mudar — e, portanto, a soma
desses volumes também n3o!
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O Axioma da Escolha

O Paradoxo de Banach—Tarski

O Paradoxo de Banach—Tarski contraria o “senso comum” porque afirma
que conseguimos dividir um conjunto numa quantidade finita de pecas e
monta-las novamente de modo a conseguir um outro conjunto que tem o
dobro do volume do conjunto inicial.

Isso parece impossivel porque, se as pecas foram apenas transladadas e
rotacionadas, o volume delas ndo deveria mudar — e, portanto, a soma
desses volumes também n&o! (... Certo?)
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O Axioma da Escolha

O Paradoxo de Banach—Tarski

O Paradoxo de Banach—Tarski contraria o “senso comum” porque afirma
que conseguimos dividir um conjunto numa quantidade finita de pecas e
monta-las novamente de modo a conseguir um outro conjunto que tem o
dobro do volume do conjunto inicial.

Isso parece impossivel porque, se as pecas foram apenas transladadas e
rotacionadas, o volume delas ndo deveria mudar — e, portanto, a soma
desses volumes também n&o! (... Certo?)

Acontece que...
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O Axioma da Escolha

Conjuntos ndo mensuraveis

Teorema (Vitali 1905)

O Axioma da Escolha (sempre ele!) implica que existem subconjuntos de
R"™ que ndo sdo mensuraveis.
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O Axioma da Escolha

Conjuntos ndo mensuraveis

Teorema (Vitali 1905)

O Axioma da Escolha (sempre ele!) implica que existem subconjuntos de

R"™ que ndo sdo mensuraveis.

O que isso significa?
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O Axioma da Escolha

Conjuntos ndo mensuraveis

Teorema (Vitali 1905)

O Axioma da Escolha (sempre ele!) implica que existem subconjuntos de
R"™ que ndo sdo mensuraveis.

O que isso significa?

Por exemplo:
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Conjuntos ndo mensuraveis

Teorema (Vitali 1905)

O Axioma da Escolha (sempre ele!) implica que existem subconjuntos de
R"™ que ndo sdo mensuraveis.

O que isso significa?

Por exemplo:
@ Existem subconjuntos de R que ndo possuem comprimento.
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O Axioma da Escolha

Conjuntos ndo mensuraveis

Teorema (Vitali 1905)

O Axioma da Escolha (sempre ele!) implica que existem subconjuntos de
R"™ que ndo sdo mensuraveis.
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Por exemplo:
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O Axioma da Escolha

Conjuntos ndo mensuraveis

Teorema (Vitali 1905)

O Axioma da Escolha (sempre ele!) implica que existem subconjuntos de
R"™ que ndo sdo mensuraveis.

O que isso significa?
Por exemplo:
@ Existem subconjuntos de R que ndo possuem comprimento.

@ Existem subconjuntos de R? que n3o possuem &rea.

@ Existem subconjuntos de R? que n3o possuem volume.
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O Axioma da Escolha

Conjuntos ndo mensuraveis
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O Axioma da Escolha

O Paradoxo de Banach—Tarski e conjuntos ndo mensuraveis

Se todas as pegas obtidas na particdo da esfera dada pelo Paradoxo de
Banach—Tarski tivessem um volume associado a elas, de fato seria

impossivel monta-las novamente e obter uma figura com o dobro do volume
total inicial!
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O Axioma da Escolha

O Paradoxo de Banach—Tarski e conjuntos ndo mensuraveis

Se todas as pegas obtidas na particdo da esfera dada pelo Paradoxo de
Banach—Tarski tivessem um volume associado a elas, de fato seria
impossivel monta-las novamente e obter uma figura com o dobro do volume
total inicial! (Isso porque as somas dos volumes das pegas seria a mesma,
tanto antes de particionarmos a esfera quanto depois da remontagem.)
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O Axioma da Escolha

O Paradoxo de Banach—Tarski e conjuntos ndo mensuraveis

Se todas as pegas obtidas na particdo da esfera dada pelo Paradoxo de
Banach—Tarski tivessem um volume associado a elas, de fato seria
impossivel monta-las novamente e obter uma figura com o dobro do volume
total inicial! (Isso porque as somas dos volumes das pegas seria a mesma,
tanto antes de particionarmos a esfera quanto depois da remontagem.)

O que torna o Paradoxo de Banach—Tarski possivel é justamente o fato de

que as pecas ndo sdo conjuntos mensuraveis, ou seja, ndo é possivel
atribuir um volume a elas.
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O Axioma da Escolha

O Paradoxo de Banach—Tarski e conjuntos ndo mensuraveis

Se todas as pegas obtidas na particdo da esfera dada pelo Paradoxo de
Banach—Tarski tivessem um volume associado a elas, de fato seria
impossivel monta-las novamente e obter uma figura com o dobro do volume
total inicial! (Isso porque as somas dos volumes das pegas seria a mesma,
tanto antes de particionarmos a esfera quanto depois da remontagem.)

O que torna o Paradoxo de Banach—Tarski possivel é justamente o fato de

que as pecas ndo sdo conjuntos mensuraveis, ou seja, ndo é possivel
atribuir um volume a elas. (Entdo o argumento dado acima n3o se aplical)
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O Axioma da Escolha

O Paradoxo de Banach—Tarski e conjuntos ndo mensuraveis

Axioma da Escolha

!

Paradoxo de Banach—Tarski

!

conjuntos ndo mensuraveis
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O Axioma da Escolha

O Paradoxo de Banach—Tarski e conjuntos ndo mensuraveis

Axioma da Escolha

!

Paradoxo de Banach—Tarski

!

conjuntos ndo mensuraveis
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Uma ideia perigosa

E se...
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Uma ideia perigosa

E se...
N3o existissem conjuntos ndo mensuraveis?
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Uma ideia perigosa

E se ndo existissem conjuntos ndo mensuraveis?

Resposta:
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Uma ideia perigosa

E se ndo existissem conjuntos ndo mensuraveis?

Resposta:
Coisas muito, muito piores aconteceriam!
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Uma ideia perigosa

E se ndo existissem conjuntos ndo mensuraveis?

Resposta:
Coisas muito, muito piores aconteceriam!
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O Axioma da Escolha

Uma consequéncia saudével

Vejamos a seguinte afirmacg&do (que decorre do Axioma da Escolha, alias):
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O Axioma da Escolha

Uma consequéncia saudével

Vejamos a seguinte afirmacg&do (que decorre do Axioma da Escolha, alias):
Se um conjunto X é particionado como X = UAi'

icl
entdo ndo ocorre |I| > |X|.
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O Axioma da Escolha

Uma consequéncia saudével

Vejamos a seguinte afirmacg&do (que decorre do Axioma da Escolha, alias):

Se um conjunto X é particionado como X = UAi'
el
entdo ndo ocorre |I| > |X|.
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Um teorema de Sierpinski

Pois bem...
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Um teorema de Sierpinski

Pois bem...

Teorema (Sierpinski 1947)
Se todos os subconjuntos de R sdo mensuréveis, entdo existe uma particéo
R= U A com |Z| > |R|.

Aeod
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Um teorema de Sierpinski

Pois bem...

Teorema (Sierpinski 1947)

Se todos os subconjuntos de R sdo mensuraveis, entdo existe uma particdo

R= U A com |&7| > [R|.
Aedl
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Um teorema de Sierpinski

Pois bem...
Teorema (Sierpinski 1947)
Se todos os subconjuntos de R sdo mensuréveis, entdo existe uma particdo
R= U A com || > |R|.
Aeod
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Um teorema de Sierpinski

Teorema (Sierpinski 1947)
Se todos os subconjuntos de R sdo mensurveis, entdo existe uma particdo
R= | Acom|#| > R]|.

Aeod
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Um teorema de Sierpinski

Teorema (Sierpinski 1947)

Se todos os subconjuntos de R sdo mensuraveis, entdo existe uma particdo

R= | Acom|#| > R]|.
Aed

Considere a seguinte relacdo binaria sobre R:

RSETR S
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Um teorema de Sierpinski

Teorema (Sierpinski 1947)

Se todos os subconjuntos de R sdo mensuraveis, entdo existe uma particdo

R= | Acom|#| > R]|.
Aed

Considere a seguinte relacdo binaria sobre R:

ryyel—-1,1 e z—yeQ
T~y
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Um teorema de Sierpinski

Teorema (Sierpinski 1947)
Se todos os subconjuntos de R sdo mensurveis, entdo existe uma particdo

R= | Acom|#| > R]|.
Aed

Considere a seguinte relacdo binaria sobre R:
ryyel—-1,1 e z—yeQ
RNETRES ou
r=yeR\]-1,1[

Esta é uma relacdo de equivaléncial
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Um teorema de Sierpinski

Teorema (Sierpinski 1947)

Se todos os subconjuntos de R sdo mensuraveis, entdo existe uma particdo

R= | Acom|#| > R]|.
Aed

Considere a seguinte relacdo binaria sobre R:
ryyel—-1,1 e z—yeQ
RNETRES ou
r=yeR\]-1,1[

Esta é uma relacdo de equivaléncial

Seja @7 o conjunto de todas as classes de equivaléncia [x].. definidas por ~.
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Um teorema de Sierpinski

Teorema (Sierpinski 1947)
Se todos os subconjuntos de R sdo mensurveis, entdo existe uma particdo

R= | Acom|#| > R]|.
Aed

Considere a seguinte relacdo binaria sobre R:

ryyel—-1,1 e z—yeQ
T~y ou
r=yeR\]-1,1[

Esta é uma relacdo de equivaléncial
Seja @7 o conjunto de todas as classes de equivaléncia [x].. definidas por ~.

EntioR= | | A.
Aed
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Um teorema de Sierpinski

ryyel—-1,1]ez—yeQ
T~y ou
r=yeR\]-1,1]

o =R/.
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Um teorema de Sierpinski

ryyel—-1,1]ez—yeQ
T~y ou
r=yeR\]-1,1]

o =R/.

Note que |R| < ||
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Um teorema de Sierpinski

ryyel—-1,1]ez—yeQ
T~y ou
r=yeR\]-1,1]

o =R/.

Note que |R| < |.&7|, pois, por exemplo, a seguinte fungdo é injetora:

f: R —» &

v {z + 15}, se x > 0;
{z — 29}, se z < 0.
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Um teorema de Sierpinski

ryyel—-1,1]ez—yeQ
T~y ou
r=yeR\]-1,1]

o =R/.

Note que |R| < |.&7|, pois, por exemplo, a seguinte fungdo é injetora:
f: R —» &
v {z + 15}, se x > 0;
{z — 29}, se z < 0.

Vamos mostrar que |.<7| £ |R|
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Um teorema de Sierpinski

ryyel—-1,1]ez—yeQ
T~y ou
r=yeR\]-1,1]

o =R/.

Note que |R| < |&7], pois, por exemplo, a seguinte fungdo é injetora:
f: R —» &
v {z + 15}, se x > 0;
{z — 29}, se z < 0.

Vamos mostrar que |.<7| £ |R| (e, portanto, |R| < |&7])!
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Um teorema de Sierpinski

ryyel—-1,1]ez—yeQ
T~y ou
r=yeR\]-1,1]

o =R/.

Note que |R| < |&7], pois, por exemplo, a seguinte fungdo é injetora:

f: R —» &

v {z + 15}, se x > 0;
{z — 29}, se z < 0.

Vamos mostrar que |</| £ |R| (e, portanto, |R| < |<7|)!
[Isto &: n3o existe uma fungdo g : &/ — R que seja injetora.]
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Um teorema de Sierpinski

Suponha, por absurdo, que exista uma fun¢do injetora g : &/ — R.
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Um teorema de Sierpinski

Suponha, por absurdo, que exista uma fun¢do injetora g : &/ — R.
Ent&o, como R é linearmente ordenado (pela ordem usual dos nameros
reais), podemos usar g para definir uma ordem linear < sobre 7.
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Um teorema de Sierpinski

Suponha, por absurdo, que exista uma fun¢do injetora g : &/ — R.
Ent&o, como R é linearmente ordenado (pela ordem usual dos nameros
reais), podemos usar g para definir uma ordem linear < sobre 7.

Defina, ent3o,
X=A{xe]-11[:[z]. < [—z]~}.
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Um teorema de Sierpinski

Suponha, por absurdo, que exista uma fun¢do injetora g : &/ — R.
Ent&o, como R é linearmente ordenado (pela ordem usual dos nameros
reais), podemos usar g para definir uma ordem linear < sobre 7.

Defina, ent3o,
X=A{xe]-11[:[z]. < [—z]~}.

Por hipétese, X deve ser mensuravel!
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Um teorema de Sierpinski

Pausa estratégica para mencionar algumas coisas importantes sobre conjuntos
mensuraveis:
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Um teorema de Sierpinski

Pausa estratégica para mencionar algumas coisas importantes sobre conjuntos
mensuraveis:

@ A medida de um conjunto mensuravel ndo se altera apés uma translacdo ou
uma reflexdo.
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Um teorema de Sierpinski

Pausa estratégica para mencionar algumas coisas importantes sobre conjuntos
mensuraveis:

@ A medida de um conjunto mensuravel ndo se altera apés uma translacdo ou
uma reflexdo.
@ Se (E,)nen € uma sequéncia de conjuntos mensuraveis
e a medida de cada E,, é o, entdo U E,, &€ mensuravel e sua medida é
neN

menor ou igual a E Q.
neN
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Um teorema de Sierpinski

Pausa estratégica para mencionar algumas coisas importantes sobre conjuntos
mensuraveis:

@ A medida de um conjunto mensuravel ndo se altera apés uma translacdo ou
uma reflexdo.

@ Se (E,)nen € uma sequéncia de conjuntos mensuraveis dois a dois disjuntos
e a medida de cada E,, é o, entdo U E,, &€ mensuravel e sua medida é

neN
igual a E Q.

neN
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Um teorema de Sierpinski

Pausa estratégica para mencionar algumas coisas importantes sobre conjuntos
mensuraveis:

@ A medida de um conjunto mensuravel ndo se altera apés uma translacdo ou
uma reflexdo.

@ Se (E,)nen € uma sequéncia de conjuntos mensuraveis dois a dois disjuntos
e a medida de cada E,, é o, entdo U E,, &€ mensuravel e sua medida é

neN
igual a E Q.

neN
(Em particular, a medida de Q é igual a 0.)
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Um teorema de Sierpinski

Pausa estratégica para mencionar algumas coisas importantes sobre conjuntos
mensuraveis:

@ A medida de um conjunto mensuravel ndo se altera apés uma translacdo ou
uma reflexdo.

@ Se (E,)nen € uma sequéncia de conjuntos mensuraveis dois a dois disjuntos
e a medida de cada E,, é o, entdo U E,, &€ mensuravel e sua medida é

neN
igual a E Q.

neN
(Em particular, a medida de Q é igual a 0.)

@ Se E & um conjunto mensuravel e sua medida é «, ent3o,

para cada € > 0, existe uma sequéncia (I,),ecn de intervalos abertos com
extremos racionais satisfazendo
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Um teorema de Sierpinski

Pausa estratégica para mencionar algumas coisas importantes sobre conjuntos
mensuraveis:

@ A medida de um conjunto mensuravel ndo se altera apés uma translacdo ou
uma reflexdo.

@ Se (E,)nen € uma sequéncia de conjuntos mensuraveis dois a dois disjuntos
e a medida de cada E,, é o, entdo U E,, &€ mensuravel e sua medida é

neN
igual a E Q.

neN
(Em particular, a medida de Q é igual a 0.)

@ Se E & um conjunto mensuravel e sua medida é «, ent3o,
para cada € > 0, existe uma sequéncia (I,),ecn de intervalos abertos com
extremos racionais satisfazendo
o EC I

neN
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Um teorema de Sierpinski

Pausa estratégica para mencionar algumas coisas importantes sobre conjuntos
mensuraveis:

@ A medida de um conjunto mensuravel ndo se altera apés uma translacdo ou
uma reflexdo.

@ Se (E,)nen € uma sequéncia de conjuntos mensuraveis dois a dois disjuntos
e a medida de cada E,, é o, entdo U E,, &€ mensuravel e sua medida é

neN
igual a E Q.

neN
(Em particular, a medida de Q é igual a 0.)
@ Se E & um conjunto mensuravel e sua medida é «, ent3o,
para cada € > 0, existe uma sequéncia (I,),ecn de intervalos abertos com
extremos racionais satisfazendo
eEC|JI.

neN
e

e a< Z comprimento(l,) < o+ €.
neN
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Um teorema de Sierpinski

Voltando...
< ordem linear sobre & = R/,
X=Aze]-1,1]: [z]~ < [-z]~}

Rodrigo R. Dias Horrores de um mundo sem escolha



Um teorema de Sierpinski

Voltando...
< ordem linear sobre & = R/,
X ={ze]-1,1[: [t]w < [~a]-} CR\Q

Rodrigo R. Dias Horrores de um mundo sem escolha



Um teorema de Sierpinski

Voltando...
< ordem linear sobre & = R/,
X ={ze]-1,1[: [t]w < [~a]-} CR\Q

Afirmacao
Para cada intervalo aberto I C ] — 1, 1[ com extremos racionais, tem-se
que a medida de 7 N X é igual & metade do comprimento de .
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Um teorema de Sierpinski

Voltando...
< ordem linear sobre & = R/,
X ={ze]-1,1[: [t]w < [~a]-} CR\Q

Afirmacao

Para cada intervalo aberto I C ] — 1, 1[ com extremos racionais, tem-se
que a medida de 7 N X é igual & metade do comprimento de .

Para tanto, primeiramente note que, sendo I = ]a, b[, a fungdo

fr 1 — 1T
T — a+b—=x

— que nada mais & que a reflexdo em I com relac3o ao seu ponto médio —
satisfaz fi[INX] =1\ (XUQ).
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Voltando...
< ordem linear sobre & = R/,
X ={ze]-1,1[: [t]w < [~a]-} CR\Q

Afirmacao

Para cada intervalo aberto I C ] — 1, 1[ com extremos racionais, tem-se
que a medida de 7 N X é igual & metade do comprimento de .

Para tanto, primeiramente note que, sendo I = ]a, b[, a fungdo

fr 1 — 1T
T — a+b—=x

— que nada mais & que a reflexdo em I com relac3o ao seu ponto médio —
satisfaz fi[INX] =1\ (XUQ).

(Para tanto)?, basta notar que, se = € I & irracional, entdo

[fr(@)l~ = la+b—a]. = [-z]s
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Um teorema de Sierpinski

Voltando...
< ordem linear sobre & = R/,
X ={ze]-1,1[: [t]w < [~a]-} CR\Q

Afirmacao

Para cada intervalo aberto I C ] — 1, 1[ com extremos racionais, tem-se
que a medida de 7 N X é igual & metade do comprimento de .

Para tanto, primeiramente note que, sendo I = ]a, b[, a fungdo

fr 1 — 1T
T — a+b—=x

— que nada mais & que a reflexdo em I com relac3o ao seu ponto médio —
satisfaz fi[INX] =1\ (XUQ).

(Para tanto)?, basta notar que, se = € I & irracional, entdo

[f1(2)l~ = la+b—z]. = [-z]~, logo

z€X o [g. <[zl © [“fi@)]~ <[fr(@)]~ < fi(z) ¢ X.



Um teorema de Sierpinski

Afirmacao

Para cada intervalo aberto I C ] — 1, 1] com extremos racionais, tem-se
que a medida de 7 N X é igual & metade do comprimento de .

A funcio

f[ I — 1
r — a+b—-z
satisfaz fi[INX] =1\ (XUQ).
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Um teorema de Sierpinski

Afirmacao

Para cada intervalo aberto I C ] — 1, 1] com extremos racionais, tem-se
que a medida de 7 N X é igual & metade do comprimento de .

A funcio

f[ I — 1
xr = a+b—=x
satisfaz fi[INX] =1\ (XUQ).

Portanto, se a medida de I N X é a, entdo a medida de
I\ (XUQ)= fr[{NX] também é a.
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Afirmacao

Para cada intervalo aberto I C ] — 1, 1] com extremos racionais, tem-se
que a medida de 7 N X é igual & metade do comprimento de .

A funcio

f[ I — 1
r — a+b—=z
satisfaz fi[INX] =1\ (XUQ).
Portanto, se a medida de I N X é a, entdo a medida de
I\ (XUQ)= fr[{NX] também é a.
Logo, como I = (INX)U(INQ)U(I\(XUQ)),
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Afirmacao

Para cada intervalo aberto I C ] — 1, 1] com extremos racionais, tem-se
que a medida de 7 N X é igual & metade do comprimento de .

A funcio

f[ I — 1
r — a+b—-z
satisfaz fi[INX] =1\ (XUQ).

Portanto, se a medida de I N X é a, entdo a medida de

I\ (XUQ)= fr[{NX] também é a.

Logo, como I = (INX)U(INQ)U(I\(XUQ)),

tem-se que a medida de I (que é o seu comprimento) é igual a

comprimento(/) = o + 0 + o = 2¢,

o que implica o desejado.
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Afirmacao

Para cada intervalo aberto I C ] — 1, 1] com extremos racionais, tem-se
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satisfaz fi[INX] =1\ (XUQ).

Portanto, se a medida de I N X é a, entdo a medida de

I\ (XUQ)= fr[{NX] também é a.
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o que implica o desejado.  \o/

Rodrigo R. Dias Horrores de um mundo sem escolha



Um teorema de Sierpinski

Afirmacao
Para cada intervalo aberto I C ] — 1, 1] com extremos racionais, tem-se
que a medida de 7 N X é igual & metade do comprimento de .

A funcio

f] I —
xr
satisfaz fr[INX] =1\ (XUQ).

Portanto, se a medida de I N X é a, entdo a medida de

I\ (XUQ)= fr[{NX] também é a.

Logo, como I = (INX)U(INQ)U(I\(XUQ)),

tem-se que a medida de I (que é o seu comprimento) é igual a

comprimento(/) = o + 0 + o = 2¢,

o que implica o desejado. ~ \o/ \o/ \o/



Um teorema de Sierpinski

Afirmacéo

Para cada intervalo aberto I C ] — 1, 1] com extremos racionais, tem-se
que a medida de 7 N X é igual & metade do comprimento de I.
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Um teorema de Sierpinski

Afirmacéo
Para cada intervalo aberto I C ] — 1, 1] com extremos racionais, tem-se
que a medida de 7 N X é igual & metade do comprimento de I.

Como X & um conjunto mensuravel de medida « > 0, ent3o, tomando-se
e € ]0, «f, sabemos que existe uma sequéncia (I,)nen de intervalos abertos
com extremos racionais satisfazendo

e XC|JI

neN
e

e a< Z comprimento([,,) < a + €.
neN
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que a medida de 7 N X é igual & metade do comprimento de I.

Como X & um conjunto mensuravel de medida « > 0, ent3o, tomando-se
e € ]0, «f, sabemos que existe uma sequéncia (I,)nen de intervalos abertos
com extremos racionais satisfazendo

e XC|JI
neN
e
e a< Z comprimento([,,) < a + €.
neN
Mas, entdo, de X = U (X N1,) obtemos
neN
a < Zmedida(X NI, = Zcomprlm;nto(ln) <2 ;_ ‘<
neN neN
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Um teorema de Sierpinski

Teorema (Sierpinski 1947)
Se todos os subconjuntos de R sdo mensuraveis, entdo existe uma particdo
R= | JAcom|#|>|R]|

Aed
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Um teorema de Sierpinski

Teorema (Sierpinski 1947)

Se todos os subconjuntos de R sdo mensuraveis, entdo existe uma particdo

R= | JAcom|#|>|R]|
Aed

Conjuntos ndo mensuraveis sdo nossos amigos!
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Um teorema de Sierpinski

Teorema (Sierpinski 1947)
Se todos os subconjuntos de R sdo mensuraveis, entdo existe uma particdo
R= | JAcom|#|>|R]|

Aed

Conjuntos ndo mensuraveis sdo nossos amigos!
(Ainda bem que eles existem!)
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Obrigado, Axioma da Escolha!
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