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Em uma universidade qualquer...

Comecemos com um departamento de matematica muito simétrico:
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Insira um titulo legal aqui

Cada matematico recebera algumas burocracias. Se um dos matematicos
receber mais do que 3 burocracias, ele surta.

Ao surtar, ele desesperadamente se livra de 4 delas da seguinte forma:
@ Passa uma burocracia para cada matematico vizinho.
e Joga fora pelas janelas o que sobrar (uma por janela).

Essa acdo serad chamada de toppling. Matematicos surtados também serdo

chamados de instaveis.
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Observacées perspicazes

o O toppling ird ocorrer enquanto existir um matematico com mais que
3 burocracias.
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toppling ira deixar 5 burocracias restantes. Como 5 > 3, um segundo
toppling ira ocorrer, sobrando apenas 1 burocracia.
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que esse processo sempre acabe.
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que esse processo sempre acabe. Pense que a soma de burocracias
continua a mesma ap6s um toppling se, e sé se, for feito pelo
matematico do centro. (E o Gnico que n3o possui janela, certo?)
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Observacées perspicazes

o O toppling ird ocorrer enquanto existir um matematico com mais que
3 burocracias.
Exemplo: Suponha que alguém recebeu 9 burocracias. O primeiro
toppling ira deixar 5 burocracias restantes. Como 5 > 3, um segundo
toppling ira ocorrer, sobrando apenas 1 burocracia.

@ A regra de jogar fora pelas janelas as burocracias que sobram faz com
que esse processo sempre acabe. Pense que a soma de burocracias
continua a mesma ap6s um toppling se, e sé se, for feito pelo
matematico do centro. (E o Gnico que n3o possui janela, certo?)

@ Se houver 2 ou mais matematicos instaveis, ndo importa qual realiza o
toppling primeiro.
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Uma distribuico é dita instdvel se possui um matematico instavel. Caso
contrério, é estavel.
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Cada possivel distribuicdo de burocracias no departamento serd chamada
de...distribuicdo. (Surprise!)

Definic3o
Uma distribuico é dita instdvel se possui um matematico instavel. Caso
contrério, é estavel.

Note que, devido ao toppling, toda distribuicdo instavel pode ser
estabilizada (como feito no exemplo anterior):

Proposicao

Toda distribuicido A pode ser estabilizada.

A estabilizagdo de uma distribui¢do A sera denotada por stab(A).
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Algebrizando burocracias

Para fins de praticidade®, vamos representar o departamento como uma
matriz 3x3.
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Algebrizando burocracias

Para fins de praticidade®, vamos representar o departamento como uma
matriz 3x3.
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OBSERVACAO IDEOLOGICA AGRESSIVA:
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Algebrizando burocracias

Para fins de praticidade®, vamos representar o departamento como uma
matriz 3x3.

Cada entrada da matriz é o namero de burocracias dadas para o
matematico correspondente naquela posicdo. E esse namero é natural.

OBSERVACAO IDEOLOGICA AGRESSIVA: 0 € N

Reality check: As pessoas costumam achar que matematicos ndo servem
pra nada.
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Algebrizando burocracias

Para fins de praticidade®, vamos representar o departamento como uma
matriz 3x3.

Cada entrada da matriz é o namero de burocracias dadas para o
matematico correspondente naquela posicdo. E esse namero é natural.

OBSERVACAO IDEOLOGICA AGRESSIVA: 0 € N

Reality check: As pessoas costumam achar que matematicos ndo servem
pra nada. Note que nosso caso atesta isso.
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Algebrizando burocracias - Exemplo
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Algebrizando burocracias

Denotaremos por M o conjunto de todas as distribuicdes estaveis.
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Algebrizando burocracias

—

Definicdo

Notacdo

Denotaremos por M o conjunto de todas as distribuicdes estaveis.

Dados A, B € M, defina A® B = stab(A + B).
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Algebrizando burocracias

Denotaremos por M o conjunto de todas as distribuicdes estaveis.

Definicdo

Dados A, B € M, defina A® B = stab(A + B).

Isto &€, soma-se as distribuicBes termo a termo, como matrizes, e depois
estabiliza-se o resultado.
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Algebrizando burocracias - Exemplo
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Algebrizando burocracias - Exemplo

Estabilizando a distribuicdo acima:
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Algebrizando burocracias - Exemplo

Estabilizando a distribuicdo acima:

1 31
0 51
0 00
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Algebrizando burocracias - Exemplo

Estabilizando a distribuicdo acima:

1 31 1 41
05 1|=1(11 2
0 00 010
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Algebrizando burocracias - Exemplo
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Algebrizando burocracias - Exemplo

Estabilizando a distribuicdo acima:
1 31 1 4 1 2 0 2
05 1]=(112]=1112
0 00 010 010

Portanto
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Algebrizando burocracias - Exemplo

Estabilizando a distribuicdo acima:

1 31 1 4 1 2 0 2

05 1]l =1 12]=1(11 2

0 00 010 010
Portanto

1 11

0 31

0 0O
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Algebrizando burocracias - Exemplo

1 31 1 4 1 2 0 2

05 1]l =1 12]=1(11 2

0 00 010 010
Portanto

1 11 1 20

0 3 11|02 0)-=

0 0O 0 0O
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Algebrizando burocracias - Exemplo

1 31 1 4 1 2 0 2

05 1]l =1 12]=1(11 2

0 00 010 010
Portanto

1 11 1 20 2 2

0 3 1]®|0 2 0]]=1(11 2

0 0O 0 0O 010
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Da grupo?

Mas... que &€ um grupo?
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@ Existe e € G tal que a® e = e ® a = a para todo a € G (ldentidade)
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Mas... que &€ um grupo?

Seja G um conjunto e & uma operacdo definida em G. Diremos que
(G, ®) & um grupo se:

@ Existe e € G tal que a® e = e ® a = a para todo a € G (ldentidade)

o (a®b)®c=ad (bdc) (Associatividade)

@ Para todo a € G, existe b € G tal que a® b = e (Existéncia de
elemento inverso)
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Se além disso valer que a@® b = b @ a para todos a, b € G, entdo (G, ®) é
um grupo comutativo ou grupo abeliano
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(G, ®) & um grupo se:

@ Existe e € G tal que a® e = e ® a = a para todo a € G (ldentidade)

o (a®b)®c=ad (bdc) (Associatividade)

@ Para todo a € G, existe b € G tal que a® b = e (Existéncia de
elemento inverso)

Se além disso valer que a@® b = b @ a para todos a, b € G, entdo (G, ®) é
um grupo comutativo ou grupo abeliano
Exemplos:

Q (Z,+) é grupo comutativo.
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Mas... que &€ um grupo?

Seja G um conjunto e & uma operacdo definida em G. Diremos que
(G, ®) & um grupo se:
o Existe e € G tal que a® e = e ® a = a para todo a € G (ldentidade)
o (a®b)®c=ad (bdc) (Associatividade)
@ Para todo a € G, existe b € G tal que a® b = e (Existéncia de
elemento inverso)

Se além disso valer que a@® b = b @ a para todos a,b € G, entdo (G,®) é
um grupo comutativo ou grupo abeliano
Exemplos:
Q (Z,+) é grupo comutativo.
@ (Z,-) n3o é grupo.
© As matrizes inversiveis nxn com o produto usual de matriz é grupo
mas ndo é comutativo.
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Houston, we have a problem

Note que a identidade de (M, &) é a matriz com 0 em todas as entradas.
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Note que a identidade de (M, &) é a matriz com 0 em todas as entradas.
A denotaremos por [0].
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Houston, we have a problem

Note que a identidade de (M, &) é a matriz com 0 em todas as entradas.
A denotaremos por [0].

Seja A € M ndo nulo.
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Houston, we have a problem

Note que a identidade de (M, &) é a matriz com 0 em todas as entradas.
A denotaremos por [0].

Seja A € M n3o nulo. Serad que existe B € M tal que A® B = [0]7?
(Elemento inverso dessa operagdo)
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Houston, we have a problem

Note que a identidade de (M, &) é a matriz com 0 em todas as entradas.
A denotaremos por [0].

Seja A € M n3o nulo. Serad que existe B € M tal que A® B = [0]7?
(Elemento inverso dessa operagdo)

Note que, se for o caso,
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Houston, we have a problem

Note que a identidade de (M, &) é a matriz com 0 em todas as entradas.
A denotaremos por [0].

Seja A € M n3o nulo. Serad que existe B € M tal que A® B = [0]7?
(Elemento inverso dessa operagdo)

Note que, se for o caso, entdo existe um altimo toppling durante a
estabilizacdo de A+ B

Caio Lopes de Araujo Seminérios de coisas legais 7 de abril de 2019 32/71



Houston, we have a problem

Note que a identidade de (M, &) é a matriz com 0 em todas as entradas.
A denotaremos por [0].

Seja A € M n3o nulo. Serad que existe B € M tal que A® B = [0]7?
(Elemento inverso dessa operagdo)

Note que, se for o caso, entdo existe um altimo toppling durante a
estabilizacdo de A + B que zera todas as burocracias.
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Seja A € M n3o nulo. Serad que existe B € M tal que A® B = [0]7?
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Note que, se for o caso, entdo existe um altimo toppling durante a
estabilizacdo de A + B que zera todas as burocracias. Mas toda vez que
um toppling é realizado, ao menos dois matematicos vizinhos recebem 1
burocracia cada.
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Note que, se for o caso, entdo existe um altimo toppling durante a
estabilizacdo de A + B que zera todas as burocracias. Mas toda vez que
um toppling é realizado, ao menos dois matematicos vizinhos recebem 1
burocracia cada. Portanto, assim como na vida,
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Note que a identidade de (M, &) é a matriz com 0 em todas as entradas.
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Seja A € M n3o nulo. Serad que existe B € M tal que A® B = [0]7?
(Elemento inverso dessa operagdo)

Note que, se for o caso, entdo existe um altimo toppling durante a
estabilizacdo de A + B que zera todas as burocracias. Mas toda vez que
um toppling é realizado, ao menos dois matematicos vizinhos recebem 1
burocracia cada. Portanto, assim como na vida, n3o é possivel zerar todas
as burocracias.
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Houston, we have a problem

Note que a identidade de (M, &) é a matriz com 0 em todas as entradas.
A denotaremos por [0].

Seja A € M n3o nulo. Serad que existe B € M tal que A® B = [0]7?
(Elemento inverso dessa operagdo)

Note que, se for o caso, entdo existe um altimo toppling durante a
estabilizacdo de A + B que zera todas as burocracias. Mas toda vez que
um toppling é realizado, ao menos dois matematicos vizinhos recebem 1
burocracia cada. Portanto, assim como na vida, n3o é possivel zerar todas
as burocracias.

Ent3o:

Proposicao

(M, @) ndo é grupo
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Aqui tem informacdol

(M, @) satisfaz todas as regras para ser grupo, exceto a existéncia de
elemento inverso.
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Aqui tem informacao!

(M, @) satisfaz todas as regras para ser grupo, exceto a existéncia de

elemento inverso. E até mesmo comutativo.
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Aqui tem informacao!

(M, @) satisfaz todas as regras para ser grupo, exceto a existéncia de

elemento inverso. E até mesmo comutativo. Chamamos isso de mondide
comutativo.
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Aqui tem informacao!

(M, @) satisfaz todas as regras para ser grupo, exceto a existéncia de

elemento inverso. E até mesmo comutativo. Chamamos isso de mondide
comutativo.

N3o usaremos isso pra nada.
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Diminuindo as expectativas

E se restringirmos a um conjunto menor?
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Diminuindo as expectativas

E se restringirmos a um conjunto menor?

33
Seja[3]=(3 3
33

w W W
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Diminuindo as expectativas

E se restringirmos a um conjunto menor?

3 3
Seja[3]=(3 3 . Defina o seguinte subconjunto de M:
3 3

w W W

Caio Lopes de Araujo Seminérios de coisas legais 7 de abril de 2019 34 /71



Diminuindo as expectativas

E se restringirmos a um conjunto menor?

3 3
Seja[3]=(3 3 . Defina o seguinte subconjunto de M:
3 3

w W W

S={AeM:A=][3]® B, para algum B € M}
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Calculando um camarada de S muito importante
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Calculando um camarada de S muito importante

3
3
3

w W w

3
3
3
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Calculando um camarada de S muito importante

3
3
3

w W w

3
31 +
3
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Calculando um camarada de S muito importante

333 1 21
33 3|+121 2=
333 1 21
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Calculando um camarada de S muito importante
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Calculando um camarada de S muito importante
3 3 3 1 21 4 5 4
333|+(212|=15475
3 3 3 1 21 4 5 4

TRIGGER WARNING (VARIAS CONTAS):
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Calculando um camarada de S muito importante
3 3 3 1 21 4 5 4
333|+(212|=15475
3 3 3 1 21 4 5 4

TRIGGER WARNING (VARIAS CONTAS): Estabilizando a matriz acima
(Usaremos fortemente que a ordem em que o toppling é feito ndo importa):
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Calculando um camarada de S muito importante
3 3 3 1 21 4 5 4
333|+(212|=15475
3 3 3 1 21 4 5 4

TRIGGER WARNING (VARIAS CONTAS): Estabilizando a matriz acima

(Usaremos fortemente que a ordem em que o toppling é feito ndo importa):

4 5
5 4
4 5

> OB
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Calculando um camarada de S muito importante
3 3 3 1 21 4 5 4
333|+(212|=15475
3 3 3 1 21 4 5 4

TRIGGER WARNING (VARIAS CONTAS): Estabilizando a matriz acima
(Usaremos fortemente que a ordem em que o toppling é feito ndo importa):

4 5 4 4 5 4
5 4 5| =[5 45
4 5 4 4 5 4
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Calculando um camarada de S muito importante
3 3 3 1 21 4 5 4
333|+(212|=15475
3 3 3 1 21 4 5 4

TRIGGER WARNING (VARIAS CONTAS): Estabilizando a matriz acima
(Usaremos fortemente que a ordem em que o toppling é feito ndo importa):
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Calculando um camarada de S muito importante
3 3 3 1 21 4 5 4
333|+(212|=15475
3 3 3 1 21 4 5 4

TRIGGER WARNING (VARIAS CONTAS): Estabilizando a matriz acima
(Usaremos fortemente que a ordem em que o toppling é feito ndo importa):
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Calculando um camarada de S muito importante
3 3 3 1 21 4 5 4
333|+(212|=15475
3 3 3 1 21 4 5 4

TRIGGER WARNING (VARIAS CONTAS): Estabilizando a matriz acima
(Usaremos fortemente que a ordem em que o toppling é feito ndo importa):

4 5 4 4 5 4 0 70 0 70
5 4 5| =|545]=|74T7|=|74T7|=
4 5 4 4 5 4 070 0 70
2 3 2

383

2 3 2
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Calculando um camarada de S muito importante
3 3 3 1 21 4 5 4
333|+(212|=15475
3 3 3 1 21 4 5 4

TRIGGER WARNING (VARIAS CONTAS): Estabilizando a matriz acima
(Usaremos fortemente que a ordem em que o toppling é feito ndo importa):

4 5 4 4 5 4 0 70 0 70
5 4 5| =|545]=|74T7|=|74T7|=
4 5 4 4 5 4 070 0 70
2 3 2 2 3 2

3 83| =[|3 83

2 3 2 2 3 2
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Calculando um camarada de S muito importante
3 3 3 1 21 4 5 4
333|+(212|=15475
3 3 3 1 21 4 5 4

TRIGGER WARNING (VARIAS CONTAS): Estabilizando a matriz acima
(Usaremos fortemente que a ordem em que o toppling é feito ndo importa):

4 5 4 4 5 4 0 70 0 70
5 4 5| =|545]=|74T7|=|74T7|=
4 5 4 4 5 4 070 0 70
2 3 2 2 3 2 2 5 2

3 83| =(3283]=>|505

2 3 2 2 3 2 (252
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Calculando um camarada de S muito importante
3 3 3 1 21 4 5 4
333|+(212|=15475
3 3 3 1 21 4 5 4

TRIGGER WARNING (VARIAS CONTAS): Estabilizando a matriz acima
(Usaremos fortemente que a ordem em que o toppling é feito ndo importa):

4 5 4 4 5 4 070 070
5 45| =[5 45=|747|=|747]|=
4 5 4 4 5 4 070 070
2 32 2 3 2 2 5 2 2 5 2
383|=(3823]=>|502%5|=[[52075
2 32 2 3 2 2 5 2 2 5 2
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Calculando um camarada de S muito importante
3 3 3 1 21 4 5 4
333|+(212|=15475
3 3 3 1 21 4 5 4

TRIGGER WARNING (VARIAS CONTAS): Estabilizando a matriz acima
(Usaremos fortemente que a ordem em que o toppling é feito ndo importa):
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Calculando um camarada de S muito importante
3 3 3 1 21 4 5 4
333|+(212|=15475
3 3 3 1 21 4 5 4

TRIGGER WARNING (VARIAS CONTAS): Estabilizando a matriz acima
(Usaremos fortemente que a ordem em que o toppling é feito ndo importa):

0
7
0
2
5
ot
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Calculando um camarada de S muito importante
3 3 3 1 21 4 5 4
333|+(212|=15475
3 3 3 1 21 4 5 4

TRIGGER WARNING (VARIAS CONTAS): Estabilizando a matriz acima
(Usaremos fortemente que a ordem em que o toppling é feito ndo importa):

4 5 4 4 5 4 070 070

5 45| =[5 45=|747|=|747]|=
4 5 4 4 5 4 070 070

2 32 2 3 2 2 5 2 2 5 2
383|=(3823]=>|5025|=1[5075]|=
2 32 2 3 2 2 5 2 2 5 2
4 1 4 4 1 4 0 40

1 41| =114 1|=1|40 4

4 1 4 4 1 4 0 40
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Calculando um camarada de S muito importante
3 3 3 1 21 4 5 4
333|+(212|=15475
3 3 3 1 21 4 5 4

TRIGGER WARNING (VARIAS CONTAS): Estabilizando a matriz acima
(Usaremos fortemente que a ordem em que o toppling é feito ndo importa):

4 5 4 4 5 4 070 070

5 45| =[5 45=|747|=|747]|=
4 5 4 4 5 4 070 070

2 32 2 3 2 2 5 2 2 5 2
383|=(3823]=>|5025|=1[5075]|=
2 32 2 3 2 2 5 2 2 5 2
4 1 4 4 1 4 0 40 2 1 2

1 41| =1|14 1|=1404|=1]101

4 1 4 4 1 4 0 40 21 2
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E dai?

Note que [0] ¢ S.
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E dai?

Note que [0] ¢ S.

Ja mostramos que o elemento abaixo esta em S:
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Note que [0] ¢ S.

Ja mostramos que o elemento abaixo esta em S:

N = N
_= O
N = N
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E dai?

Note que [0] ¢ S.

Ja mostramos que o elemento abaixo esta em S:
2 1 2
1 01
2 1 2

O que acontece se somarmos ele a outros elementos de S7
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E dai?

Note que [0] ¢ S.

Ja mostramos que o elemento abaixo esta em S:
2 1 2
1 01
2 1 2

O que acontece se somarmos ele a outros elementos de S?7 Vamos fazer a
contal
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E dai?

Note que [0] ¢ S.

Ja mostramos que o elemento abaixo esta em S:
2 1 2
1 01
2 1 2

O que acontece se somarmos ele a outros elementos de S?7 Vamos fazer a
contal

Mentira, ndo vamos passar por isso novamente.
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Note que [0] ¢ S.

Ja mostramos que o elemento abaixo esta em S:

2 1 2

1 01
2 1 2

O que acontece se somarmos ele a outros elementos de S?7 Vamos fazer a

contal

Mentira, ndo vamos passar por isso novamente. Considere
1 31
3 0 3]¢€S.
1 31
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Note que [0] ¢ S.
Ja mostramos que o elemento abaixo esta em S:

2 1 2
1 01
2 1 2
O que acontece se somarmos ele a outros elementos de S?7 Vamos fazer a
contal
Mentira, ndo vamos passar por isso novamente. Considere
1 31
3 0 3]¢€S.
1 31
2 1 2 1 31
1 013 0 3| =
2 1 2 1 31
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E dai?
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Note que [0] ¢ S.

Ja mostramos que o elemento abaixo esta em S:

2 1 2

1 01
2 1 2

O que acontece se somarmos ele a outros elementos de S7 Vamos fazer a

contal

Mentira, ndo vamos passar por isso novamente. Considere

1 31

3 0 3]¢€S.

1 31
21 2 1 31 1 31
1 01]@e(3 0 3]=(3 03
21 2 1 31 1 31
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Promessas

Na verdade, a mesma coisa acontece com qualquer elemento de S em
relacdo a operacdo @:
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Promessas

Na verdade, a mesma coisa acontece com qualquer elemento de S em
relacdo a operacdo @:

Proposicao

= Aparatodo Ae S

e =
N =N
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Promessas

Na verdade, a mesma coisa acontece com qualquer elemento de S em
relacdo a operacdo @:

Proposicao

2 1 2
A® |1 0 1| =Aparatodo Ac S
2 1 2

Nosso objetivo final sera demonstrar que (S, ®) é um grupo (com a
identidade acima).
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Promessas

Na verdade, a mesma coisa acontece com qualquer elemento de S em
relacdo a operacdo @:

Proposicao

2 1 2
A® |1 0 1| =Aparatodo Ac S
2 1 2

Nosso objetivo final sera demonstrar que (S, ®) é um grupo (com a
identidade acima).

Mas antes, vamos buscar um pouco de motivacio.
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No mundo das ideias...

Suponha que o departamento recebeu bastante verba extra e aumentou de
tamanho:
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No mundo das ideias...

Suponha que o departamento recebeu bastante verba extra e aumentou de
tamanho: Agora ele é 4x4!
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No mundo das ideias...

Suponha que o departamento recebeu bastante verba extra e aumentou de
tamanho: Agora ele é 4x4! Uhul!

Podemos repetir a mesma ladainha no caso 4x4, com as mesmas regras, €
obter um conjunto S analogo. Ele também é grupo e sua identidade é:
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No mundo das ideias...

Suponha que o departamento recebeu bastante verba extra e aumentou de
tamanho: Agora ele é 4x4! Uhul!

Podemos repetir a mesma ladainha no caso 4x4, com as mesmas regras, €
obter um conjunto S analogo. Ele também é grupo e sua identidade é:

N W wN
W NN W
W NN W
N W wiN
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No mundo das ideias...

E no caso 5x57 A identidade de S é:
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No mundo das ideias...

E no caso 5x57 A identidade de S é:

N WD W
WD DNDW
N = O = N
WNDHE DN W
N W N W N
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No mundo das ideias...

E no caso 5x57 A identidade de S é:

N WD W
WD DNDW
N = O = N
WNDHE DN W
N W N W N

Note que a identidade do caso 3x3 aparece no centro.
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No mundo das ideias...

E no caso 5x57 A identidade de S é:

2 3 2 3 2
321 2 3
2 1 0 1 2
321 2 3
2 3 2 3 2

Note que a identidade do caso 3x3 aparece no centro.
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Extrapolando

Vamos ver o que acontece no caso 100x100.
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Extrapolando

Vamos ver o que acontece no caso 100x100.

Visualizar uma matriz 100x100 n3o é legal, entdo faremos algo melhor.
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Extrapolando

Vamos ver o que acontece no caso 100x100.
Visualizar uma matriz 100x100 n3o é legal, entdo faremos algo melhor.

Cada entrada da matriz sera representada por um pixel, e a cor do pixel
serd de acordo com o namero que estiver naquela posic3o.
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Extrapolando

Vamos ver o que acontece no caso 100x100.
Visualizar uma matriz 100x100 n3o é legal, entdo faremos algo melhor.

Cada entrada da matriz sera representada por um pixel, e a cor do pixel
serd de acordo com o numero que estiver naquela posicdo. As cores serdo

as seguintes:
Mo
1
P
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N&o é magia, é tecnologia (E matematica) (100x100)
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N&o é magia, é tecnologia (E matematica) (100x100)
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Tcharaaam! (versdo 500
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Tcharaaam! (versdo 500x500)
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Somando [1] no caso 100x100

Caio Lopes de Araujo eminarios de coisas legais 7 de abril de 2019 46 / 71



Somando [1] no caso 100x100

(VIDEO)
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Somando [1] no resultado
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Somando [1] no resultado

(VIDEO)
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Perturbando [3] com 100 burocracias
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Perturbando [3] com 100 burocracias

(VIDEO)
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217 burocracias sem limite (Disco Hiperbélico)
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0.0
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Bem loco

Caio Lopes de Araujo Seminérios de coisas legais 7 de abril de 2019 56 / 71



Bem loco

Moral da histéria

Caio Lopes de Araujo Seminérios de coisas legais 7 de abril de 2019 56 / 71



Bem loco

Moral da histéria
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Bem loco

Moral da histéria

Coisas bonitas acontecem quando nos livramos de burocracias.

Feito a motivacdo, vamos tentar entender o porque daquele conjunto S ser
um grupo e como calcula a identidade.
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Bem loco

Moral da histéria

Coisas bonitas acontecem quando nos livramos de burocracias.

Feito a motivacdo, vamos tentar entender o porque daquele conjunto S ser
um grupo e como calcula a identidade.

Iremos assumir alguns conceitos de teoria de grupos.
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Achou que n3o ia ter definicdes?

Considere V = {vi, ..., v,2} uma enumeragdo para os matematicos no
departamento n x n.
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Achou que n3o ia ter definicdes?

Considere V = {vi, ..., v,2} uma enumeragdo para os matematicos no
departamento n x n.

Definicdo

Uma distribuicdo de burocracias no departamento é uma funcio

c: V>N
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Achou que n3o ia ter definicdes?

Considere V = {vi, ..., v,2} uma enumeragdo para os matematicos no
departamento n x n.

Definicdo

Uma distribuicdo de burocracias no departamento é uma funcio

c: V>N

. . . i 2
Ou seja, podemos pensar nas distribuicdes como elementos de N”
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Considere V = {vi, ..., v,2} uma enumeragdo para os matematicos no
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Definicdo

Uma distribuicdo de burocracias no departamento é uma funcio

c: V>N

. C 2 )
Ou seja, podemos pensar nas distribuicdes como elementos de N™ (Que é
0 mesmo que uma matriz n X n).
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Achou que n3o ia ter definicdes?

Considere V = {vi, ..., v,2} uma enumeragdo para os matematicos no
departamento n x n.

Definicdo

Uma distribuicdo de burocracias no departamento é uma funcio

c: V>N

. C 2 )
Ou seja, podemos pensar nas distribuicdes como elementos de N™ (Que é
0 mesmo que uma matriz n X n).

Por exemplo:
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Achou que n3o ia ter definicdes?

Considere V = {vi, ..., v,2} uma enumeragdo para os matematicos no
departamento n x n.

Definicdo

Uma distribuicdo de burocracias no departamento é uma funcio

c: V>N

. C 2 )
Ou seja, podemos pensar nas distribuicdes como elementos de N™ (Que é
0 mesmo que uma matriz n X n).

2 1 2
Por exemplo: A distribuicido [ 1 0 1] fica
2 1 2
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Achou que n3o ia ter definicdes?

Considere V = {vi, ..., v,2} uma enumeragdo para os matematicos no
departamento n x n.

Definicdo

Uma distribuicdo de burocracias no departamento é uma funcio

c: V>N

. C 2 )
Ou seja, podemos pensar nas distribuicdes como elementos de N™ (Que é
0 mesmo que uma matriz n X n).

2 1 2
Por exemplo: A distribui¢do | 1 0 1] fica (2,1,2,1,0,1,2,1,2)
2 1 2
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Definicio

Uma distribuic3o c¢ é instavel
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Definicio

Uma distribuicdo c é instivel se existe v; € V tal que
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Definicio

Uma distribui¢do c é instavel se existe v; € V tal que c(v;) > 4.
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Definicio

Uma distribui¢do c é instavel se existe v; € V tal que c(v;) > 4. Caso
contrario,

Caio Lopes de Araujo Seminérios de coisas legais 7 de abril de 2019 58 / 71



Definicio

Uma distribui¢do c é instavel se existe v; € V tal que c(v;) > 4. Caso
contrario, ela é estavel.
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Definicio

Uma distribui¢do c é instavel se existe v; € V tal que c(v;) > 4. Caso
contrario, ela é estavel.

Isto &,
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Definicio

Uma distribui¢do c é instavel se existe v; € V tal que c(v;) > 4. Caso
contrario, ela é estavel.

Isto &, se c(v;) > 4, o i—ésimo matematico surta.
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Definicio

Uma distribui¢do c é instavel se existe v; € V tal que c(v;) > 4. Caso
contrario, ela é estavel.

Isto &, se c(v;) > 4, o i—ésimo matematico surta.

Um jeito de falar do toppling mais formalmente é utilizando a préxima
definicdo:
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Definicio

Uma distribui¢do c é instavel se existe v; € V tal que c(v;) > 4. Caso
contrario, ela é estavel.

Isto &, se c(v;) > 4, o i—ésimo matematico surta.

Um jeito de falar do toppling mais formalmente é utilizando a préxima
definicdo:

Definicdo

Definimos A;(v;) =
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Definicio

Uma distribui¢do c é instavel se existe v; € V tal que c(v;) > 4. Caso
contrario, ela é estavel.

Isto &, se c(v;) > 4, o i—ésimo matematico surta.

Um jeito de falar do toppling mais formalmente é utilizando a préxima
definicdo:

Definicdo

4 , sei=]j
Definimos A;(v;) =
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Definicio

Uma distribui¢do c é instavel se existe v; € V tal que c(v;) > 4. Caso
contrario, ela é estavel.

Isto &, se c(v;) > 4, o i—ésimo matematico surta.

Um jeito de falar do toppling mais formalmente é utilizando a préxima
definicdo:

Definicdo

4 , sei=]j
Definimos Aj(v;) =< —1 , sei & vizinho de ]
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Definicio

Uma distribui¢do c é instavel se existe v; € V tal que c(v;) > 4. Caso
contrario, ela é estavel.

Isto &, se c(v;) > 4, o i—ésimo matematico surta.

Um jeito de falar do toppling mais formalmente é utilizando a préxima
definicdo:

Definicio
4 , sei=]j
Definimos Aj(v;) =< —1 , sei & vizinho de ]
0 , caso contrario
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Definicio

Uma distribui¢do c é instavel se existe v; € V tal que c(v;) > 4. Caso
contrario, ela é estavel.

Isto &, se c(v;) > 4, o i—ésimo matematico surta.

Um jeito de falar do toppling mais formalmente é utilizando a préxima
definicdo:

Definicio
4 , sei=]j
Definimos Aj(v;) =< —1 , sei & vizinho de ]
0 , caso contrario

Note que cada A; € 7
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Por exemplo,
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Por exemplo, nocasoi=1en=3,
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Por exemplo, no caso i = 1 e n = 3, os vizinhos de v; s3o v» e v4.
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Por exemplo, no caso i = 1 e n = 3, os vizinhos de v; sdo v» e v4. Portanto

Ay =
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Por exemplo, no caso i = 1 e n = 3, os vizinhos de v; sdo v» e v4. Portanto

Ay =(4,-1,0,-1,0,0,0,0,0)
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Por exemplo, no caso i = 1 e n = 3, os vizinhos de v; sdo v» e v4. Portanto

Ay =(4,-1,0,-1,0,0,0,0,0)

Proposicao
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Por exemplo, no caso i = 1 e n = 3, os vizinhos de v; sdo v» e v4. Portanto

Ay =(4,-1,0,-1,0,0,0,0,0)

Proposicao

Seja ¢ uma distribuicdo instavel em v;.
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Por exemplo, no caso i = 1 e n = 3, os vizinhos de v; sdo v» e v4. Portanto

Ay =(4,-1,0,-1,0,0,0,0,0)

Proposicao

Seja ¢ uma distribuicdo instavel em v;. A distribuicdo obtida apés realizar
o toppling em v; é dada por
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Por exemplo, no caso i = 1 e n = 3, os vizinhos de v; sdo v» e v4. Portanto

Ay =(4,-1,0,-1,0,0,0,0,0)

Proposicao

Seja ¢ uma distribuicdo instavel em v;. A distribuicdo obtida apés realizar
o toppling em v; é dada por
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Por exemplo, no caso i = 1 e n = 3, os vizinhos de v; sdo v» e v4. Portanto

Ay =(4,-1,0,-1,0,0,0,0,0)

Proposicao

Seja ¢ uma distribuicdo instavel em v;. A distribuicdo obtida apés realizar
o toppling em v; é dada por
Cc — A,’

Observacdo:
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Por exemplo, no caso i = 1 e n = 3, os vizinhos de v; sdo v» e v4. Portanto

Ay =(4,-1,0,-1,0,0,0,0,0)

Proposicao

Seja ¢ uma distribuicdo instavel em v;. A distribuicdo obtida apés realizar
o toppling em v; é dada por
Cc — A,’

Observacdo: A subtracdo aqui é a usual de /i (Lembre-se que ¢ € N”Z).
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Ou seja, estabilizar um vértice v; de uma distribuicdo ¢
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Ou seja, estabilizar um vértice v; de uma distribuicdo ¢ é subtrair A;
repetidas vezes até que c(v;) < 4.
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Ou seja, estabilizar um vértice v; de uma distribuicdo ¢ é subtrair A;
repetidas vezes até que c(v;) < 4.

Definicdo

Seja ¢ uma distribuico.
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Ou seja, estabilizar um vértice v; de uma distribuicdo ¢ é subtrair A;
repetidas vezes até que c(v;) < 4.

Definicdo

Seja ¢ uma distribuigdo. Denotamos por stab(c) a distribuicdo obtida apés
a estabilizac3o de todos os vértices de c.
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Ou seja, estabilizar um vértice v; de uma distribuicdo ¢ é subtrair A;
repetidas vezes até que c(v;) < 4.

Definicdo

Seja ¢ uma distribuigdo. Denotamos por stab(c) a distribuicdo obtida apés
a estabilizac3o de todos os vértices de c.

Note que cada A; é um elemento de /.
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Ou seja, estabilizar um vértice v; de uma distribuicdo ¢ é subtrair A;
repetidas vezes até que c(v;) < 4.

Definicdo

Seja ¢ uma distribuigdo. Denotamos por stab(c) a distribuicdo obtida apés
a estabilizac3o de todos os vértices de c.

Note que cada A; & um elemento de Z". Ja sabemos que A grupo.
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Ou seja, estabilizar um vértice v; de uma distribuicdo ¢ é subtrair A;
repetidas vezes até que c(v;) < 4.

Definicdo

Seja ¢ uma distribuigdo. Denotamos por stab(c) a distribuicdo obtida apés
a estabilizac3o de todos os vértices de c.

Note que cada A; & um elemento de Z". Ja sabemos que A grupo.
Portanto faz sentido definirmos o seguinte subgrupo:
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Ou seja, estabilizar um vértice v; de uma distribuicdo ¢ é subtrair A;
repetidas vezes até que c(v;) < 4.

Definicdo

Seja ¢ uma distribuigdo. Denotamos por stab(c) a distribuicdo obtida apés
a estabilizac3o de todos os vértices de c.

Note que cada A; & um elemento de Z". Ja sabemos que A grupo.
Portanto faz sentido definirmos o seguinte subgrupo:

Defini¢do - Grupo gerado pelos A;
AZ = (Aq, ..., A2)
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Seja [k] a distribuigdo dada por
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Seja [k] a distribuigdo dada por

[K](vi) = K
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Seja [k] a distribuigdo dada por

[K](vi) = K

para todo v; € V.
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Seja [k] a distribuigdo dada por

[K](vi) = K

para todo v; € V.

Novamente, a soma e subtracdo que aparecerdo na definicio abaixo é a
2
usual de Z™.
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Seja [k] a distribuigdo dada por

[K](vi) = K

para todo v; € V.

Novamente, a soma e subtracdo que aparecerdo na definicio abaixo é a
2
usual de Z™.

Definicdo

Uma distribuicdo a é recorrente se
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Seja [k] a distribuigdo dada por

[K](vi) = K

para todo v; € V.

Novamente, a soma e subtracdo que aparecerdo na definicio abaixo é a
2
usual de Z™.

Definicdo

Uma distribuicdo a é recorrente se
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Seja [k] a distribuigdo dada por

[K](vi) = K

para todo v; € V.

Novamente, a soma e subtracdo que aparecerdo na definicio abaixo é a
2
usual de Z™.

Definicdo

Uma distribuicdo a é recorrente se

o E estavel

Caio Lopes de Araujo Seminérios de coisas legais 7 de abril de 2019 61 /71



Seja [k] a distribuigdo dada por

[K](vi) = K

para todo v; € V.

Novamente, a soma e subtracdo que aparecerdo na definicio abaixo é a
2
usual de Z™.

Definicdo

Uma distribuicdo a é recorrente se
o E estavel

@ Existe uma distribuicdo b
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Seja [k] a distribuigdo dada por
[K](vi) = K
para todo v; € V.

Novamente, a soma e subtracdo que aparecerdo na definicio abaixo é a
2
usual de Z™.

Definicdo

Uma distribuicdo a é recorrente se
o E estavel

@ Existe uma distribuicdo b tal que

stab([3]
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Seja [k] a distribuigdo dada por
[K](vi) = K
para todo v; € V.

Novamente, a soma e subtracdo que aparecerdo na definicio abaixo é a
2
usual de Z™.

Definicdo

Uma distribuicdo a é recorrente se
o E estavel

@ Existe uma distribuicdo b tal que

stab([3] + b)
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Seja [k] a distribuigdo dada por
[K](vi) = K
para todo v; € V.

Novamente, a soma e subtracdo que aparecerdo na definicio abaixo é a
2
usual de Z™.

Definicdo

Uma distribuicdo a é recorrente se
o E estavel

@ Existe uma distribuicdo b tal que

stab([3] + b) — a
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Ou seja, a é recorrente se existe b tal que, em ZA—
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stab(3+ b) —a=0
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Ou seja, a é recorrente se existe b tal que, em A

stab([3] + b) =2

Portanto
stab(3+ b) —a =0, logo, stab(3+ b) = a

Lembre-se que o conjunto S do inicio & formado pelas distribuicées a tais
que
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Ou seja, a é recorrente se existe b tal que, em A

stab([3] + b) =2

Portanto
stab(3+ b) —a =0, logo, stab(3+ b) = a

Lembre-se que o conjunto S do inicio & formado pelas distribuicées a tais
que a = [3] @ b,

Caio Lopes de Araujo Seminérios de coisas legais 7 de abril de 2019 62 /71



z"°

Ou seja, a é recorrente se existe b tal que, em A

stab([3] + b) =2

Portanto
stab(3+ b) —a =0, logo, stab(3+ b) = a

Lembre-se que o conjunto S do inicio & formado pelas distribuicées a tais
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que a = [3] @ b, para alguma distribui¢co b.
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Ou seja, a é recorrente se existe b tal que, em ZA—

stab([3] + b) =2

Portanto
stab(3+ b) —a =0, logo, stab(3+ b) = a

Lembre-se que o conjunto S do inicio & formado pelas distribuicées a tais
que a = [3] @ b, para alguma distribui¢co b.
Logo, a argumentac3o anterior mostra a seguinte proposi¢io:

Proposicao

Uma distribuicdo a é recorrente se, e somente se, a € S
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Little Julio from Heaven

Fazendo umas contas, mostra-se o lema abaixo:
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Little Julio from Heaven

Fazendo umas contas, mostra-se o lema abaixo:

Uma distribuicdo a é recorrente se, e somente se, a — | € AZ, onde

| = stab(2[3] — [2] — stab(2[3] — [2]))
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Little Julio from Heaven

Fazendo umas contas, mostra-se o lema abaixo:

Uma distribuicdo a é recorrente se, e somente se, a — | € AZ, onde

| = stab(2[3] — [2] — stab(2[3] — [2]))

Ja a demonstracdo do Teorema abaixo é capciosa, e vamos apenas
admira-lo:
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Little Julio from Heaven

Fazendo umas contas, mostra-se o lema abaixo:

Uma distribuicdo a é recorrente se, e somente se, a — | € AZ, onde

| = stab(2[3] — [2] — stab(2[3] — [2]))

Ja a demonstracdo do Teorema abaixo é capciosa, e vamos apenas
admira-lo:

Teorema

Para toda distribuicdo a, existe uma tnica distribuicdo b recorrente tal que

a—beAZ
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Ou seja, em cada classe de VA
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. n . L . P
Ou seja, em cada classe de ZA7 existe um @nico representante que é
recorrente.
Em resumo, temos:
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Ou seja, em cada classe de ZA7 existe um @nico representante que é
recorrente.
Em resumo, temos:

@ a é recorrente se, e somente se, a€ S

¢}

recorrente se, e somente se, a® [ = a.

[ON

@ a
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Ou seja, em cada classe de ZA7 existe um @nico representante que é
recorrente.

Em resumo, temos:

@ a é recorrente se, e somentese, a€ S

@ a é recorrente se, e somente se, ad | = a.

2
n
@ Todos os elementos de ZA—Z podem ser representados por uma
distribuicdo recorrente.
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Ou seja, em cada classe de ZA7 existe um @nico representante que é
recorrente.

Em resumo, temos:

@ a é recorrente se, e somentese, a€ S

@ a é recorrente se, e somente se, ad | = a.
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n
@ Todos os elementos de ZA—Z podem ser representados por uma
distribuicdo recorrente.

Isso nos da o seguinte corolario:
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Ou seja, em cada classe de ZA7 existe um @nico representante que é
recorrente.
Em resumo, temos:

@ a é recorrente se, e somente se, a€ S

@ a é recorrente se, e somente se, ad | = a.

2
n
@ Todos os elementos de ZA—Z podem ser representados por uma
distribuicdo recorrente.

Isso nos da o seguinte corolario:

Corolario

n2 . .
S ZA—Z, com [ a identidade.
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@ a é recorrente se, e somente se, a€ S

@ a é recorrente se, e somente se, ad | = a.

2
n
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. n . L . P
Ou seja, em cada classe de ZA7 existe um @nico representante que é
recorrente.
Em resumo, temos:

@ a é recorrente se, e somente se, a€ S

@ a é recorrente se, e somente se, ad | = a.

2
n
@ Todos os elementos de ZA—Z podem ser representados por uma
distribuicdo recorrente.

Isso nos da o seguinte corolario:

Corolario

n2 . . P Z
Sz ZA—Z, com [ a identidade. Isto é, S & um grupo.
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O corolario abaixo também segue dos resultados anteriores, mas de uma
forma mais obscura:
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O corolario abaixo também segue dos resultados anteriores, mas de uma
forma mais obscura:

Corolario

S| = det | 22

A

n2
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O corolario abaixo também segue dos resultados anteriores, mas de uma
forma mais obscura:

Corolario

JAN]
S| = det | 22

A

n2

Calculando a identidade / de S para o caso n = 3 obtém-se o esperado:
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O corolario abaixo também segue dos resultados anteriores, mas de uma
forma mais obscura:

Corolario

Calculando a identidade / de S para o caso n = 3 obtém-se o esperado:

I = stab(2[3] — [2] — stab(2[3] — [2])) =
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O corolario abaixo também segue dos resultados anteriores, mas de uma
forma mais obscura:

Corolario

Calculando a identidade / de S para o caso n = 3 obtém-se o esperado:

2 1 2
| = stab(2[3] — [2] — stab(2[3] = [2])) = [1 0 1
2 1 2
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Generalizando

O que vimos & um caso muito particular de algo chamado Abelian Sandpile
Model, ou,
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Generalizando

O que vimos & um caso muito particular de algo chamado Abelian Sandpile
Model, ou, pros intimos,ASM. O grupo (S, ®) que vimos se chama
Sandpile group.

Esse foi o primeiro exemplo de um Sistema Dindmico com a propriedade de
Criticalidade auto-organizada.
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Criticalidade auto-organizada. Foi descoberto em 1987 por Per Bak, Chao
Tang e Kurt Wiesenfeld.
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O que vimos & um caso muito particular de algo chamado Abelian Sandpile
Model, ou, pros intimos,ASM. O grupo (S, ®) que vimos se chama
Sandpile group.

Esse foi o primeiro exemplo de um Sistema Dindmico com a propriedade de
Criticalidade auto-organizada. Foi descoberto em 1987 por Per Bak, Chao
Tang e Kurt Wiesenfeld.

Segundo a Wikipédia:

O ASM é tipicamente observado em sistemas de ndo equilibrio com
extensos graus de liberdade e um alto nivel de n3o-linearidade.
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Generalizando

O que vimos & um caso muito particular de algo chamado Abelian Sandpile
Model, ou, pros intimos,ASM. O grupo (S, ®) que vimos se chama
Sandpile group.

Esse foi o primeiro exemplo de um Sistema Dindmico com a propriedade de
Criticalidade auto-organizada. Foi descoberto em 1987 por Per Bak, Chao
Tang e Kurt Wiesenfeld.

Segundo a Wikipédia:

O ASM é tipicamente observado em sistemas de ndo equilibrio com
extensos graus de liberdade e um alto nivel de ndo-linearidade. Muitos
exemplos individuais foram identificados desde o documento original, mas
até hoje n3o conseguimos um conjunto de regras que caracterizam esse
fenémeno.
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A matematica estd em tudo

O ASM possui propriedades matematicas muito interessantes, e aparece em
varios contextos:
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varios contextos:

Processos de Markov
Mecéanica Estatistica

Geometria Algébrica

Combinatéria e Grafos
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A matematica estd em tudo

O ASM possui propriedades matematicas muito interessantes, e aparece em
varios contextos:

Processos de Markov
Mecéanica Estatistica
Geometria Algébrica

Combinatéria e Grafos

Geometria Tropical
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Até na Geometria Algébrica

O caso geral do ASM é feito em grafos (finitos, e com um certo sabor), e a
histéria € mais ou menos assim:
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Até na Geometria Algébrica

O caso geral do ASM é feito em grafos (finitos, e com um certo sabor), e a
histéria € mais ou menos assim:

Associe, para cada vértice desse grafo, uma indeterminada.
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O caso geral do ASM é feito em grafos (finitos, e com um certo sabor), e a
histéria € mais ou menos assim:

Associe, para cada vértice desse grafo, uma indeterminada.Sejam

{X1,...,Xn} esses vértices. Existe uma identificagdo entre a operagdo de
toppling em cada vértice com um polindmio em Q[Xi, ..., Xp].
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Até na Geometria Algébrica

O caso geral do ASM é feito em grafos (finitos, e com um certo sabor), e a
histéria € mais ou menos assim:

Associe, para cada vértice desse grafo, uma indeterminada.Sejam
{X1,...,Xn} esses vértices. Existe uma identificagdo entre a operagdo de
toppling em cada vértice com um polindmio em Q[X, ..., X,]. Tome o ideal
gerado por esses polindmios e pelos polinémios X; — 1 O conjunto de zeros
desse ideal &, cravado, o Sandpile group.
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BREAKING NEWS!!I

O seminario de coisas legais agora tem um canal no Telegram!

Vantagens do nosso plano de fidelidade:

Informacdes sobre os préximos seminarios.
Os links e referéncias usados nas apresentacdes serdo colocados la.

Divulgacdo dos videos.

Mais alguma feature ainda ndo pensada.
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©GoodCaio
That's all folks!
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