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Fatos Basicos

Um espaco de probabilidade é uma tripla (2, F,P) onde:
S Q € um conjunto base:

£\ F é uma familia de eventos possiveis para Q). Vamos assumir que F é
uma o-dlgebra.

A P:F —[0,1] uma fungcdo que retorna a probabilidade de um evento
ocorrer.
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Fatos Basicos

Os eventos em F satisfazem:
[ Se A € F entdo A° € F.
[ Se (Aj)ieny C F entdo U;A; € F.
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Fatos Basicos

Os eventos em F satisfazem:
[ Se A € F entdo A° € F.
[ Se (Aj)ieny C F entdo U;A; € F.

E a funcio PP satisfaz:
fLP@)=0
A P(Q)=1.

A Se (Aj)ien C F é formada por eventos disjuntos entdo

P(UiA) = Y _P(A).
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Fatos Basicos

Dizemos que X : Q — R é uma varidvel aleatdria se para todo conjunto de
Borel B de R, temos que

X1B)={weQ: X(w)eB}cF.
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Fatos Basicos

Definicao

Dizemos que X : Q — R é uma varidvel aleatdria se para todo conjunto de
Borel B de R, temos que

X1B)={weQ: X(w)eB}cF.
Vamos denotar o conjunto X~%(B) como

X7Y(B):={X € B}.
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Fatos Basicos

Definicao
Dado uma varidvel aleatéria X, se existir uma fungao fx tal que

MXSﬂZ/t&MW,

—00

dizemos que fx € funcao de densidade para X.
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Fatos Basicos

Dizemos que X tem distribuicdo uniforme no intervalo (0,1) se

t
P(X < 1) :/ L(,1)(y)dy.

Onde 1o1y(y) =1sey € (0,1) e Lo1y(y) =0 se y £ (0,1).
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Fatos Basicos

Dizemos que X tem distribuicdo normal com média 0 e variancia 1 se

1 t
]P)(X < t) = E/ e_y2/2dy.
—0o0
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Fatos Basicos

Dizemos que X tem distribuicdo normal com média 0 e variancia 1 se

1 t
P(X < t) = E/ e_y2/2dy.
—0o0
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Fatos Basicos

Dizemos que X tem distribuicdo normal com média . e varidncia o° se

P(X < t) e~ =/ (2% gy,

a \/ 2mo?2
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Fatos Basicos

Dizemos que X tem distribuicdo normal com média . e varidncia o° se

P(X < t) e~ (y—n)?/(20° )dy.

a \/ 2mo?2

Figura: Média O e variancia 0.4
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Fatos Basicos

Exemplo

Dizemos que X tem distribuicdo Rademacher se

P(X =1) =1/2
P(X =—1)=1/2.
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Fatos Basicos

Exemplo

Dizemos que X tem distribuicdo Rademacher se

P(X =1) =1/2
P(X =—1)=1/2.

Isto €, jogamos uma moeda, se esta cair como cara, entdo X = 1, caso
contrario, X = —1.
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Fatos Basicos

Definicao

Dada uma variavel aleatéria X, definimos o seu valor esperado como
E(X) = X(w)dP(w).
weN

Se X possuir uma funcdo de distribuicdo, também podemos escrever a
expressdo acima como

E(X) = /00 x - fx(x)dx

—00
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Fatos Basicos

Mais geralmente, temos o seguinte resultado:

Seja X uma variavel aleatéria com funcio de densidade fx. Seja g uma
fungcdo mensurdvel qualquer, entdo

E(g(X)) = / e
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Fatos Basicos

Definicao

Dada uma variavel aleatéria X, definimos a sua varidancia como

Var(X) = E((X — E(X))?).
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Fatos Basicos

Definicao
Dada uma variavel aleatéria X, definimos a sua varidancia como
Var(X) = E((X — E(X))2).
Ou seja, pelo lema anterior, temos que
Var(X) = E(g(X)),
onde g(x) = (x — E(X))>.
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Fatos Basicos

Definicao

Dada uma variavel aleatéria X, definimos a sua varidancia como
Var(X) = E((X — E(X))?).
Ou seja, pelo lema anterior, temos que

Var(X) = E(g(X)),

onde g(x) = (x — E(X))2.
E facil mostrar que

Var(X) = E(X?) — (E(X))?
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Fatos Basicos

Se X tem distribuicdo Rademacher, entdo E(X) =
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Fatos Basicos

Se X tem distribuicdo Rademacher, entdo E(X) =0 e Var(X) = 1.
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Fatos Basicos

Se X tem distribuicdo Rademacher, entdo E(X) =0 e Var(X) = 1.

Se X tem distribuicdo uniforme no intervalo (0, 1), entdo E(X) =
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Fatos Basicos

Se X tem distribuicdo Rademacher, entdo E(X) =0 e Var(X) = 1.

Se X tem distribuicdo uniforme no intervalo (0,1), entdo E(X) =1/2 e
Var(X) = 1/12.
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Fatos Basicos

_

Se X tem distribuicdo Rademacher, entdo E(X) =0 e Var(X) = 1.

Se X tem distribuicdo uniforme no intervalo (0,1), entdo E(X) =1/2 e
Var(X) = 1/12.

Exemplo

Se X tem distribuicdo normal com média . e varidncia o®, entdo
E(X) =
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Fatos Basicos

_

Se X tem distribuicdo Rademacher, entdo E(X) =0 e Var(X) = 1.

Se X tem distribuicdo uniforme no intervalo (0,1), entdo E(X) =1/2 e
Var(X) = 1/12.

Exemplo

Se X tem distribuicdo normal com média . e varidncia o®, entdo
E(X) = u e Var(X) = o2.
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Nota para os Analistas

| had a not atypical functional analyst’s suspicion of probability theory as
nothing more than a subset of functional analysis with strange names
whose purpose is to confuse those who have not bothered to join the club.
[...] But this somehow misses the point. Like any other foreign language,
probability theory is structured around its own natural thought patterns
and is critical to a mode of thinking;

Barry Simon
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Independéncia

Definicao

Dizemos que duas varidveis aleatérias X, Y sdo independentes se

P(X € A, Y € B)=P(X € A)P(Y € B).
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Independéncia

Definicao

Dizemos que duas varidveis aleatérias X, Y sdo independentes se

P(X € A, Y € B)=P(X € A)P(Y € B).

| \

Lema

Se X, Y sdo independentes, entdo

E(XY) = E(X)E(Y).
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Independéncia

Definicao

Dizemos que duas varidveis aleatérias X, Y sdo independentes se

P(X € A, Y € B)=P(X € A)P(Y € B).

Lema

| A

Se X, Y sdo independentes, entdo

E(XY) = E(X)E(Y).

| \

Lema
Se X, Y sdo independentes, entdo

Var(X + Y) = Var(X) 4+ Var(Y).
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Uma Aplicacao

Teorema

Considere vi, ..., v, € R" tal que |v;| = 1, para todo i =1, ..., n. Ent3o,
existem €; € {1, —1} tal que

|€1V1 qF oo +€nVn| < \/E
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Uma Aplicacao

Demonstracao.

Considere €1, . .., €, varidveis Rademachers independentes e defina

X = ’61V1 + -+ Gnvnlz.
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Uma Aplicacao

Demonstracao.

Considere €1, . .., €, varidveis Rademachers independentes e defina

X = ’61V1 + -+ Gnvnlz.

Entao

E(X) =Y (vi, vy)E(eie))

i=1 j=1

n
::EE:|V1\::n.
i=1
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Uma Aplicacao

Demonstracao.

Considere €1, . .., €, varidveis Rademachers independentes e defina

=lav+---+ enanz-
Entao

E g vi, Vi) E(eje;)

i=1 j=1

n
:Z|v1\:n.

i=1

Ja que as variadveis sdo independentes e portanto, se i # j, temos que
E(ejej) = E(¢;)E(¢j) =0, e se i = j, temos que

E(eie;) = E(e?) = Var(e;) = 1.

A Maldi¢cdo da Dimens3o @ oexta-reira @ 17 /45
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Uma Aplicacao

Demonstracao.

Como X = |eqvy + -+ + epvpl?, e

E(X) = n,
deve existir €1, ..., €, € {1, —1} especificos tal que X < n, ja que caso
contrario, teriamos que

E(X) > n.
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Lei dos Grandes Ndmeros

Teorema

Seja X1, Xo,... uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes e
com a mesma distribuicdo. Suponha que E(X;) = p e E(|X1|) < oo.
Entao,

ﬁ Xt Xy

: —n M, q.t.p..
n n
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Lei dos Grandes Ndmeros

Teorema

Seja X1, Xo,... uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes e
com a mesma distribuicdo. Suponha que E(X;) = p e E(|X1|) < oo.
Entao,

ﬁ Xt Xy

: —n M, q.t.p..
n n

(Monte Carlo): Suponha que temos uma moeda com probabilidade
p € [0, 1] de ser cara.
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Lei dos Grandes Ndmeros

Teorema

Seja X1, Xo,... uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes e
com a mesma distribuicdo. Suponha que E(X1) = p e E(|X1]|) < 0.

Entao,
Sn B X1+..._|_Xn

— = — —, U, q.t.p..
n n

(Monte Carlo): Suponha que temos uma moeda com probabilidade

p € [0,1] de ser cara. Uma forma de estimar a probabilidade p é jogar essa
moeda uma quantidade n (muito grande) de vezes, contar quantos
lancamentos foram cara, e dividir por n.
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A Maldicdo da Dimensdo: Capitulo 1

Vamos estimar (utilizando Python) o valor de m através do cdlculo do
volume de uma esfera unitdria de dimensdo d utilizando Monte Carlo.
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A Maldicdo da Dimensdo: Capitulo 1

Problema

Vamos estimar (utilizando Python) o valor de 7 através do calculo do
volume de uma esfera unitdria de dimensdo d utilizando Monte Carlo.
Sabemos que o volume da esfera unitdria de dimensio d é dado pela

férmula: .
27
() = Srary
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A Maldicdo da Dimensdo: Capitulo 1

Para isso, vamos simular uma sequéncia de vetores aleatérios
n n
Xn: (X].""7Xd)

onde as coordenadas X; sdo varidveis aleatérias independentes e com
distribuicdo uniforme em (0, 1).
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A Maldicdo da Dimensdo: Capitulo 1

Para isso, vamos simular uma sequéncia de vetores aleatérios
n n
Xn: (X].”"7Xd)

onde as coordenadas X; sdo varidveis aleatérias independentes e com
distribuicdo uniforme em (0, 1).

Entdo vamos contar quantos desses vetores estdo na esfera unitéria, e
depois vamos dividir essa soma por n e utilizar a férmula do volume da
esfera para estimar 7.
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A Maldicdo da Dimensdo: Capitulo 1

n=3000,7~31133
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Figura: Exemplo para d = 2.
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A Maldicdo da Dimensdo: Capitulo 1
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A Maldicdo da Dimensao: Capitulo 2

Problema

Dado um vetor aleatdrio,
X =(Xq,...,Xq)

com coordenadas independentes, onde cada X; tem distribuicdo normal de
média 0 e varidncia 1 qual o valor esperado de

IXll2 = /X¢ +---+ X3 7
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A Maldicdo da Dimensao: Capitulo 2

- Intuicao: Note que

d

E(|X|3) = > E(X?) = d.

i=1
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A Maldicdo da Dimensao: Capitulo 2

- Intuicao: Note que

d

E(|X|3) = > E(X?) = d.

i=1
Logo, um chute natural seria dizer que

1X]]2 ~ Vd.
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A Maldicdo da Dimensao: Capitulo 2

- Intuicao: Além disso, decompondo X como

X
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A Maldicdo da Dimensao: Capitulo 2

- Intuicao: Além disso, decompondo X como

X

Dessa forma, W nada mais é que um ponto uniformemente distribuido
2

na esfera unitdria de dimensdo d — 1.
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A Maldicdo da Dimensao: Capitulo 2

- Intuicao: Além disso, decompondo X como

X
X =X]2- :
[1X1]2
Dessa forma, ——— nada mais é que um ponto uniformemente distribuido

X
na esfera unitdria de dimensdo d — 1.

Como ||X||2 = v/d, é esperado que X se comporte como um ponto
uniformemente distribuido na esfera de dimens3o d — 1 com raio V/d.
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A Maldicdo da Dimensao: Capitulo 2

Figura: llustracdo do caso d = 2 (esquerda) e d muito grande (direita).
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A Maldicdo da Dimensdo: Capitulo 3

Problema
Dados vetores aleatdrios, independentes

X =(X1,...,Xq)

Y=, V)

com coordenadas independentes, onde cada coordenada tem distribuicdo
normal de média 0 e varidncia 1 qual o valor esperado de

(X, Y)?
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A Maldicdo da Dimensdo: Capitulo 3

Lema

Seja
X =(X1,...,Xq)

um vetor aleatério com entradas independentes e com distribuicdo normal
com média 0 e varidncia 1. Entdo

E(X,x)* = ||x|3.
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A Maldicdo da Dimensdo: Capitulo 3

Demonstracao.

E facil ver que E(XX?) = Iy, j& que a entrada (/,}) da matriz E(XX?) é
da forma E(X;X;) = E(X)E(X;), i # J.

Logo,

E((X, x)%) = X'E(XX*)x = xtx = I3
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A Maldicdo da Dimensdo: Capitulo 3

Como X, Y s3o independentes, temos que

E((X,Y)?) =EyEx((X, Y)?|Y)
=Ey|Y|5=d.
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A Maldicdo da Dimensdo: Capitulo 3

Como X, Y s3o independentes, temos que
E((X,Y)?) = EyEx((X, Y)?|Y)
=Ey|Y[3=d.

Note que entdo, o valor do angulo esperado entre os vetores aleatérios X,
Y, normalizados, é da forma

L Y4 1
TVdVd T Vd

X Y
)<HXH2’ V'
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Desigualdades de Concentracao

Os resultados anteriores sé funcionam se as varidveis aleatdrias se
concentram em suas respectivas médias.
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Desigualdades de Concentracao

Os resultados anteriores sé funcionam se as varidveis aleatdrias se
concentram em suas respectivas médias.

Definicao

Dizemos que uma varidvel aleatéria X com média finita é sub-gaussiana,
se existe uma constante K tal que

P(|X — E(X)| > t) < 2e /K

Figura: Decaimento sub-gaussiano

Thiago Ramos ( IMPA) A Maldigio da Dimens3o @ Oexta-relra @  32/45



Desigualdades de Concentracao

Lema (Markov)

Seja X varidvel aleatdria positiva com média finita. Entdo

]P’(th)g@.
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Desigualdades de Concentracao

Lema (Markov)

Seja X varidvel aleatdria positiva com média finita. Entdo

E(X
]P’(th)gt).

Temos que

> tE(lxzt) +0

=tP(X > t).
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Desigualdades de Concentracao

Lema (Chebyshev)

Seja X varidvel aleatéria média e varidncia finita. Ent3o

P(|X —E(X)[ > t) <
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Desigualdades de Concentracao

Lema (Chebyshev)

Seja X varidvel aleatéria média e varidncia finita. Ent3o

P(X —E(X)| > t) <

Demonstracao.
Basta aplicar a desigualdade de Markov para Y = (X — E(X))2.
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Desigualdades de Concentracao

Lema (Chernoff)

Seja X varidvel aleatdria tal que E(eX) seja finito para todo s € R. Entdo

E(es(X—E(X)))

est

P(X — E(X) > t) <
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Desigualdades de Concentracao

Lema (Chernoff)

Seja X varidvel aleatdria tal que E(eX) seja finito para todo s € R. Entdo

E(es(X—E(X)))

est

v
Demonstracao.

Basta aplicar a desigualdade de Markov para Y = eS(X—E(X)),

P(X — E(X) > t) <

\
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Desigualdades de Concentracao

Proposicao

Para provar que X € sub-gaussiana, é suficiente mostrar que existe uma
constante K1 > 0 tal que

E(es(X—]E(X))) < eK1252/2.
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Desigualdades de Concentracao

Proposicao

Para provar que X € sub-gaussiana, € suficiente mostrar que existe uma
constante K1 > 0 tal que

E(es(XfIEJ(X))) < eK1252/2_

Demonstracao.

Substituindo o limitante acima na expressio, temos

E(es(X-E(X)))

K2s2/2 —st
i
st <e e .

P(X -E(X)>1t) <
Minimizando em s > 0, temos algo do tipo

P(X —E(X) > t) < e ©/K.

~pa
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Desigualdades de Concentracao

2

Se X tem distribuicdo normal com média 0 e varidncia o=, entdo X é
sub-gaussiana, ja que

E(eSX) _ 60252/2.
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Desigualdades de Concentracao
Se X tem distribuicdo Rademacher, entdo X € sub-gaussiana. \
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Desigualdades de Concentracao
Se X tem distribuicdo Rademacher, entdo X € sub-gaussiana.

Demonstracao.

E(e) =P(X =1)e}* + P(X = —1)e !*
1

(e7+¢€%)

N |

oo S2i
2 (2i)!

i=0

©9 52i
T ppan
i=0
52/2'

IA

e
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Desigualdades de Concentracao

Seja X varidvel aleatéria com média 0 e tal que X € [a, b], entdo X é
sub-gaussiana.
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Desigualdades de Concentracao

Exemplo

Seja X varidvel aleatéria com média 0 e tal que X € [a, b], entdo X é
sub-gaussiana.

Demonstracao.

Seja X’ uma cépia independente de X. E claro que E(X’) = 0. Entio
]EX(esX) _ ]EX(eS(X—IEX/(X’)) _ EX(eEX/((s(X—X')))

< ExEx/ (e5X=X")
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Desigualdades de Concentracao

Exemplo

Seja X varidvel aleatéria com média 0 e tal que X € [a, b], entdo X é
sub-gaussiana.

Demonstracao.

Seja X’ uma cépia independente de X. E claro que E(X’) = 0. Entio
]EX(esX) _ ]EX(eS(X—IEX/(X’)) _ EX(eEX/((s(X—X')))

< ExEx/ (e5X=X")

Seja Y uma varidvel aleatéria com distribuicdo Rademacher, independente
de X e X/, entdo

ExEx (e5XX)) = ExEx/Ey (e°Y X=X
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Desigualdades de Concentracao

Demonstracao.

Temos entdo que
Ex(esx) = ExEX/Ey(eSY(X_X/))
mas pelo exemplo anterior e o fato de X € [a, b], temos que

ExEX/Ey(eS(X_X/)Y) < EX}EX,(eSQ(X_X/)z/2)
_ Pb-ap)2
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Matemdtica em prol da Skynet
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Matemdtica em prol da Skynet

Foundations of
Machine Learning

Mehryar Mohri,
Afshin Rostamizadeh,
amd Ameet Talwalkar
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Matemdtica em prol da Skynet

Aplicagbes em Machine Learning:
@ Support Vector Machines
© Métodos de Kernel
© Boosting
Q@ Lasso/Ridge Regression
@ Redes Neurais
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Matemdtica em prol da Skynet: Classificando Carros

compactness .
circularity “;
distance_circulgyj

radius_ratio
pr.axis_aspect ‘,
max.length aspef
scatter_ratio
elongatedness
pr.axis_rectangyl
max.length recig
scaled variancg
scaled variancs,
scaled radius gf,
scaled radius_gf,
skewness_aboyt
skewness_aboyt”

skewness aboyt
hollows _ratio

Figura: Informagdes (18) sobre medidas de silhuetas de carros. Saida é um carro
normal ou um 6énibus. Taxa de acerto por volta de 50%.
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Matemdtica em prol da Skynet: Classificando Carros

Figura: Utilizando uma técnica de redugdo de dimensdo (PCA), conseguimos uma
taxa de acerto por volta de 95%.
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