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Ideia: dividir um quadrado em tridngulos de mesma 4rea.
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Ideia: dividir um quadrado em tridngulos de mesma 4rea.
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E impossivel dividir um quadrado em um ndmero impar de
tridngulos de mesma area.

«0O>» «Fr < > < > Q>




E impossivel dividir um quadrado em um ndmero impar de
tridngulos de mesma area.
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10101 =
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10101 =20 +22 424 =1+4+44+16=21
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10101 =20 +22 424 =1+4+44+16=21

10 =
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10101 =20 +22 424 =1+4+44+16=21

10=2
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10101 =20 +22 424 =1+4+44+16=21

10=2
111,1 =

«O0)>» «Fr «=» « Q>



«O0)>» «Fr «=» « Q>

10101 =20 4+22 4+ 24 =14+4+16=21

10=2
1 0 1 2
11,1= o +2°+2 422 =

S 4+142+4=7,5
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10101 =20 4+22 4+ 24 =14+4+16=21

10=2
1 0 1 2
11,1= o +2°+2 422 =

S +142+4=1,5
100101,001011 =

it
v



«0>» «Fr «E» < QR

10101 =20 4+22 4+ 24 =14+4+16=21

10=2
111,1:2—11+2°+21+22=—+1+2+4:7,5

1 1 1 0 2 5
100101, 001011 = ¢ + -2 + o5 +27 + 22 + 2
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10101 =20 +22+2* =1+4+16=21

10=2
1 0, 5l | 52
111,1=§—|—2 +2°4+22=-4+14+24+4=17,5
1 1 1 0. n2 . 5
100101, 001011 = §+2_5+§+2 +2°42
Inteiros impares terminam em 1
Inteiros pares terminam em 0
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O p em "p-adico” representa um nimero inteiro positivo.
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O p em "p-adico” representa um nimero inteiro positivo.
Spoiler! p sempre vai ser um nimero. ..
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O p em "p-adico” representa um nimero inteiro positivo.
Spoiler! p sempre vai ser um niimero primo.

«O)>» «F)r « > < » Q>



O p em "p-adico” representa um nimero inteiro positivo.

Spoiler! p sempre vai ser um nimero primo. Mas por enquanto
podemos trabalhar com p = 10 pra facilitar.
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Inteiros p-adicos:
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Inteiros p-adicos: nldmeros escritos em base p, podendo se
estender infinitamente para a esquerda.
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0 2 3 8 10 42 16384

Inteiros p-adicos: nlmeros escritos em base p, podendo se
estender infinitamente para a esquerda.

Com p = 10:
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Inteiros p-adicos: nlmeros escritos em base p, podendo se
estender infinitamente para a esquerda.

Com p = 10:

0 2 3 8 10 42 16384

... 1231231236954825962291
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«0O0)>» «F»r «Z» « Q>

Inteiros p-adicos: nlmeros escritos em base p, podendo se
estender infinitamente para a esquerda.

Com p = 10:

0 2 3 8 10 42 16384

... 1231231236954825962291

...999999
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Inteiros p-adicos

Inteiros p-adicos: nldmeros escritos em base p, podendo se
estender infinitamente para a esquerda.

Com p = 10:
0 2 3 8 10 42 16384

...1231231236954825962291
...999999

... 1496730936779427200485710

Erik Amorim Seminario de Coisas Legais



Ndmeros p-adicos:

«O» «Fr o« N



Ndmeros p-adicos: nimeros escritos em base p, podendo se
estender infinitamente para a esquerda
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Ndmeros p-adicos: nimeros escritos em base p, podendo se

estender infinitamente para a esquerda, e podendo ter virgula.

«O)>» «F)r « > < » Q>



Nimeros p-adicos

Nimeros p-adicos: nlimeros escritos em base p, podendo se
estender infinitamente para a esquerda, e podendo ter virgula.
S6 n3o pode estender infinitamente para a direita, mesmo

depois da virgula.
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Nimeros p-adicos

Nimeros p-adicos: nlimeros escritos em base p, podendo se
estender infinitamente para a esquerda, e podendo ter virgula.
S6 n3o pode estender infinitamente para a direita, mesmo

depois da virgula.

Com p =10:
...5576922 57042 pode
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Nimeros p-adicos

Nimeros p-adicos: nlimeros escritos em base p, podendo se
estender infinitamente para a esquerda, e podendo ter virgula.
S6 n3o pode estender infinitamente para a direita, mesmo

depois da virgula.
Com p =10:
..5576922,57042 pode

0,029594 pode
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Nimeros p-adicos
Nimeros p-adicos: nlimeros escritos em base p, podendo se

estender infinitamente para a esquerda, e podendo ter virgula.
S6 n3o pode estender infinitamente para a direita, mesmo

depois da virgula.
Com p =10:
...5576922, 57042 pode

0,029594 pode

0,33333... ndo pode!
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N3o existe sinal de menos!
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N3o existe sinal de menos! Mas também nao precisa:

99 9 9 9
0 0001
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N3o existe sinal de menos! Mas também nao precisa:

1
9 9 9 9
0 00O

[}l e
_l.
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N3o existe sinal de menos! Mas também nao precisa:

1
9
0

o O
o O
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N3o existe sinal de menos! Mas também nao precisa:

1 1 1
99 99 9
00 0 0 1 +
0 0O
<O «@r <= «Er T 9AC



N3o existe sinal de menos! Mas também nao precisa:
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N3o existe sinal de menos! Mas também nao precisa:

OO O
oo O+
o O O+
oo O
o= ©
+
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N3o existe sinal de menos! Mas também ndo precisa:

11 1 1
9 9 9 99
00001 +
0 00O0O

O que significa que
...99999 = —1
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...99999 = —1

«Or «Fr «=>» .



O ndmero

...99999 = —1

...99999
é a notacao decimal para

9 + 90 + 900 + 9000 + 90000 + - - -
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O ndmero

...99999 = —1

...99999
é a notacao decimal para

9 + 90 + 900 + 9000 + 90000 + - - -
Uma PG infinita ilegal!
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...99999 = —1
O ndmero

...99999
é a notacao decimal para

9 + 90 + 900 + 9000 + 90000 + - - -
Uma PG infinita ilegall A soma seria
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...99999 = —1
O ndmero

...99999
é a notacao decimal para

9 + 90 + 900 + 9000 + 90000 + - - -
Uma PG infinita ilegall A soma seria

9
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...99999 = —1
O ndmero

...99999
é a notacao decimal para

9 + 90 + 900 + 9000 + 90000 + - - -
Uma PG infinita ilegall A soma seria

1—
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...99999 = —1
O ndmero

...99999
é a notacao decimal para

9 + 90 + 900 + 9000 + 90000 + - - -
Uma PG infinita ilegall A soma seria
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...99999 = —1
O ndmero

...99999
é a notacao decimal para

9 + 90 + 900 + 9000 + 90000 + - - -
Uma PG infinita ilegall A soma seria

S _ 9 _
1-10 -9
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...99999 = —1
O ndmero

...99999
é a notacao decimal para

9 + 90 + 900 + 9000 + 90000 + - - -
Uma PG infinita ilegall A soma seria

9 9
1-10 9 !
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E claro que n3o é coincidéncia. Coisas legais por tras disso:
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s

E claro que n3o é coincidéncia. Coisas legais por tras disso
@ Divisibilidade por poténcias de 10
o Métrica 10-adica

@ Norma 10-adica

@ Sequéncias e séries em espacos normados
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Coincidéncia?

s

E claro que nao é coincidéncia. Coisas legais por tras disso:
@ Divisibilidade por poténcias de 10
@ Métrica 10-adica
@ Norma 10-adica

@ Sequéncias e séries em espacos normados

Coisas que n3o cabem nessa apresentacao!l

Erik Amorim Seminario de Coisas Legais
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Multiplicacio
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Multiplicacao

501 49

3 7 8 4 2 x
00 2 9 8
0 0596 0

1

2
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Multiplicacao

501 49

3 7 8 4 2 x
0 0 2 9 8
0 05 96 0

1

2
0

19 200

1
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Multiplicacao

501 49

3 7 8 4 2 x
00 2 9 8
0 0596 0

1

2
0
1

19200
0 43 000

1



Multiplicacao

501 49

3 7 8 4 2 x
0 0 2 9 8
0 05 96 0

1

2
0
1
4

19 200

0 43 000

1

4 7 0000
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Multiplicacao

501 49

3 7 8 4 2 x
0 0 2 9 8
0 05 96 0

1

2
0
1
4

19 200

0 43 000

1

4 7 0000

3 8 45 8
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Divisao?

s

E aqui que estd o problema com p = 10.
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Divisao?

E aqui que estd o problema com p = 10. Mas com p primo da!
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Divisao?

s

E aqui que estd o problema com p = 10. Mas com p primo dd! A
partir de agora, p serd sempre um ndmero primo.
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Divisao?

s

E aqui que estd o problema com p = 10. Mas com p primo dd! A
partir de agora, p serd sempre um ndmero primo.

Fato: E sempre possivel fazer a divisdo entre dois ndimeros
p-adicos (exceto divisdo por zero).
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10-adicos

Divisao?

E aqui que estd o problema com p = 10. Mas com p primo da! A
partir de agora, p serd sempre um nimero primo.

Fato: E sempre possivel fazer a divisao entre dois nimeros
p-adicos (exceto divisdo por zero).

Todos os niimeros racionais sao nimeros p-adicos.

Erik Amorim Seminario de Coisas Legais
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Exercicio: prove que, como nlimeros 3-adicos,

5
— =...11111,21
18 ’

5= ...2121212122
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Alguns niimeros reais n3o sdo niimeros p-adicos.
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nos numeros 10-adicos:

Alguns niimeros reais ndo sdo nimeros p-adicos. N3o existe /2

?
?
0

O~
[@nJIEE SRS
[« ) IRENIEEN]
[« } IRENIREN]
NIL O
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nos numeros 10-adicos:

Alguns niimeros reais ndo sdo nimeros p-adicos. N3o existe /2

?
?
0

O~
[@nJIEE SRS
[« ) IRENIEEN]
[« } IRENIREN]
NIL O

a% terminando em 2? Nio d4.
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Alguns nimeros p-ddicos ndo sdo nimeros reais.
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Alguns nimeros p-adicos ndo sdo nimeros reais. Com p = b:

4 31212
4 3121 2 x
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Alguns nimeros p-adicos n3o sdo nimeros reais. Com p = b:

4
4
4
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Alguns nimeros p-adicos n3o sdo nimeros reais. Com p = b:

war s
=W W
N N = =
= BAINDN
N N = e
O BN DN
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Alguns nimeros p-adicos n3o sdo nimeros reais. Com p = b:

l_l.-
N W DS D
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Alguns nimeros p-adicos ndo sdo ndmeros reais. Com p = b:

=
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5:

Com p

s

30 s3o numeros reais.

Alguns nimeros p-adicos n

4 31 212

4 3121 2 x
4 1 2 4 2 4

4 312120

1

2 42 400
212000
4 1 0000

1
1
1

4
3

2 3 4 4
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5:

Com p

s

30 s3o numeros reais.

Alguns nimeros p-adicos n

4 31212

4 3121 2 x
4 1 2 4 2 4

4 312120

1

1 242 400
21 2000
4 10000

0 300000

1
1

4
.. 3
2 3 4 4

3 3 3 0 4
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5:

Com p

s

30 s3o numeros reais.

Alguns nimeros p-adicos n

4 31212

4 3121 2 x
4 1 2 4 2 4

1

4 312120

1
1
1

2 42 400
21 2000
4 10000

4
.. 3
2 3 4 4

3 3 3 0 4

0 300000

4 4 4 4 4 4

v
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(...431212)% = ... 444444
como numeros 5-adicos.
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... 444444 =

(...431212)% = ... 444444
como numeros 5-adicos.

«40>» «F)r « =) o



(...431212) = ... 444444
como numeros 5-adicos.

... 444444 = 4 4 20 + 100 + 500 + 2500 + - - - =
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(...431212) = ... 444444
como numeros 5-adicos.

4
-5

... 444444 = 4 4+ 20 4+ 100 + 500 + 2500 + - -+ = — —
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(...431212) = ... 444444
como numeros 5-adicos.

...444444 = 4+ 20+ 100 + 500 + 2500 + -+ = — — = — 1

4
-5
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(...431212) = ... 444444
como numeros 5-adicos.

4
-5
Ent3o existe v/—1 nos niimeros 5-adicos!
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...444444 = 4+ 20+ 100 + 500 + 2500 + -+ = — — = — 1
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A fUncao Vp
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A funcao v,

A valoragdo p-adica de um inteiro p-adico n,
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A funcao v,

A valoragdo p-adica de um inteiro p-adico n, denotada por v,(n),
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A funcao v,

A valoragdo p-adica de um inteiro p-adico n, denotada por v,(n), é
por definicdo o nimero de zeros com que n termina.
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A funcdo v,

A valoragdo p-adica de um inteiro p-adico n, denotada por v,(n), é
por definicdo o nimero de zeros com que n termina.

it
-
it

v3(...0210021120000) = 4
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A funcdo v,

A valoragdo p-adica de um inteiro p-adico n, denotada por v,(n), é
por definicdo o nimero de zeros com que n termina.

it
-
it

v3(...0210021120000) = 4

V3(2) =0
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A funcdo v,

A valoragdo p-adica de um inteiro p-adico n, denotada por v,(n), é
por definicdo o nimero de zeros com que n termina.

v3(...0210021120000) = 4
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A funcdo v,

A valoragdo p-adica de um inteiro p-adico n, denotada por v,(n), é
por definicdo o nimero de zeros com que n termina.

v3(...0210021120000) = 4

«O> < Fr «Er < Hao
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A fUncao Vp
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A funcao v,

A valoragdo p-adica de um nimero p-adico n que tem virgula é por
definicdo o negativo do nimero de casas depois da virgula.
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A funcdo v,

A valoragdo p-adica de um nimero p-adico n que tem virgula é por
definicdo o negativo do nimero de casas depois da virgula.

it
-
it

va(...112,0212021) = —7
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A funcdo v,

A valoragdo p-adica de um nimero p-adico n que tem virgula é por
definicdo o negativo do nimero de casas depois da virgula.

va(...112,0212021) = —7

vs(1,1) = -1

«0>» «Fr «E» < QR
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Se vp(m) = u e vp(n) = w, entdo v,(mn) =
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Se VP(m) =uce Vp(n) = w, entdo Vp(mn) =u+w
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Se VP(m) =uce Vp(n) = w, entdo Vp(mn) =u+w

E sé contar os zeros (ou casas depois da virgula).

it
a
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Se VP(m) =uce Vp(n) = w, entdo Vp(mn) =u+w

Em particular,

E sé contar os zeros (ou casas depois da virgula).

o(1/7) = —vp(n)
Vp(m/n) = vp(m) — vp(n)
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@ Se vp(m) # vp(n), entdo vp(m £ n) = min{vy(m), vp(n)}

@ Se vp(m) = vp(n), entdo vp(m =£ n) > min{vy(m), vp(n)}




@ Se vp(m) # vp(n), entdo vp(m £ n) = min{vy(m), vp(n)}
@ Se vp(m) = vp(n), entdo vp(m =£ n) > min{vy(m), vp(n)}

A quantidade de zeros no final da soma de dois inteiros:

«40)>» «Fr «=» « =) = Q>




Desigualdade ultramétrica

Desigualdade ultramétrica
@ Se vp(m) # vp(n), entdo vp(m = n) = min{v,(m), vp(n)}

@ Se vp(m) = vp(n), entdo vp(m = n) > min{v,(m), vp(n)}

A quantidade de zeros no final da soma de dois inteiros:

@ Se os dois inteiros tém uma quantidade diferente, é a mesma
que a do inteiro que tem menos

Erik Amorim Semindrio de Coisas Legais



Desigualdade ultramétrica

Desigualdade ultramétrica
@ Se vp(m) # vp(n), entdo vp(m = n) = min{v,(m), vp(n)}

@ Se vp(m) = vp(n), entdo vp(m = n) > min{v,(m), vp(n)}

A quantidade de zeros no final da soma de dois inteiros:

@ Se os dois inteiros tém uma quantidade diferente, é a mesma
que a do inteiro que tem menos

@ Se os dois inteiros tém a mesma quantidade, é maior ou igual
que essa quantidade
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Desigualdade ultramétrica

Desigualdade ultramétrica
@ Se vp(m) # vp(n), entdo vp(m = n) = min{v,(m), vp(n)}

@ Se vp(m) = vp(n), entdo vp(m = n) > min{v,(m), vp(n)}

A quantidade de zeros no final da soma de dois inteiros:

@ Se os dois inteiros tém uma quantidade diferente, é a mesma
que a do inteiro que tem menos

@ Se os dois inteiros tém a mesma quantidade, é maior ou igual
que essa quantidade

Analogamente para niimeros com virgula, sé que ao contrario.
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Desigualdade ultramétrica

Desigualdade ultramétrica
@ Se vp(m) # vp(n), entdo vp(m = n) = min{v,(m), vp(n)}

@ Se vp(m) = vp(n), entdo vp(m = n) > min{v,(m), vp(n)}

A quantidade de zeros no final da soma de dois inteiros:

@ Se os dois inteiros tém uma quantidade diferente, é a mesma
que a do inteiro que tem menos

@ Se os dois inteiros tém a mesma quantidade, é maior ou igual
que essa quantidade

Analogamente para niimeros com virgula, sé que ao contrario.
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Vocé sabia que...
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Vocé sabia que...
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Vocé sabia que...

J

J

0o Sen(x)

—dx:ﬂ'

X

N

00 Sen(X) Sen(X/3)

X

x/3

dx:7T

2
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Vocé sabia que...

J

«O> < Fr «E=>» = = A

/°° sen(x) sen(x/3)
0

°° sen(x) sen(x/3) sen(x/5)

[
0

T
dx =
X

N |

X

Y
dx =T
x/3 T2

x/3

3

x/5 dx =

2



J

> sen(x) sen(x/3) sen(x/5)  sen(x/13)
X x/3 x/5

dx =
x/13 X

«0>» «F>» «E» «E>» =] P NEd




J

> sen(x) sen(x/3) sen(x/5)  sen(x/13)
X x/3 x/5

dx =
x/13 X
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/°° sen(x) sen(x/3) sen(x/5) sen(x/13)dX oo
0

X x/3 x/5 x/13 2
/°° sen(x) sen(x/3) sen(x/5)  sen(x/13) sen(x/15) dx —
0 X x/3 x/5 x/13 x/15



Uma pausa

/°° sen(x) sen(x/3) sen(x/5)  sen(x/13) I
0

X x/3 x/5 x/13
° sen(x) sen(x/3) sen(x/5)  sen(x/13)sen(x/15) ,
/0 X x/3 x/5 x/13 x/15 x

467807924713440738696537864469
~ 935615849440640907310521750000
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Uma pausa

/°° sen(x) sen(x/3) sen(x/5)  sen(x/13) I
0

X x/3 x/5 x/13
° sen(x) sen(x/3) sen(x/5)  sen(x/13)sen(x/15) ,
/0 X x/3 x/5 x/13 x/15 x

467807924713440738696537864469
~ 935615849440640907310521750000

TRUE STORY
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E impossivel dividir um quadrado em um nidmero impar de
tridngulos de mesma area.

«0O>» «Fr < > < > Q>




Demonstracao:

«O» «Fr o« N



«0>» «Fr «E» < QR

Demonstracgdo: suponha que o quadrado de vértices (0,0), (1,0),
(1,1), (0,1) no plano cartesiano foi dividido em N tridngulos de
mesma &rea (1/N).

it
-



Demonstracgdo: suponha que o quadrado de vértices (0,0), (1,0),
(1,1), (0,1) no plano cartesiano foi dividido em N tridngulos de
mesma &rea (1/N).




Demonstracao

Demonstracgao: suponha que o quadrado de vértices (0,0), (1,0),
(1,1), (0,1) no plano cartesiano foi dividido em N tridngulos de
mesma area (1/N). Vamos provar que N tem que ser par.

y

N (1.1)

(1,0
= x
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Vamos usar os niimeros 2-adicos.

«O» «Fr « o



primo.

Vamos usar os niimeros 2-ddicos. O que é muito bom porque 2 é

«0O>» «Fr < > < > Q>




primo. (Exercicio)

Vamos usar os niimeros 2-ddicos. O que é muito bom porque 2 é

«O)>» «F)r « > < » Q>



primo. (Exercicio)

Uma coisa que eu esqueci:

Vamos usar os niimeros 2-ddicos. O que é muito bom porque 2 é

«0O>» «Fr < > < > Q>



Valoracao real

Vamos usar os niimeros 2-ddicos. O que é muito bom porque 2 é
primo. (Exercicio)

Uma coisa que eu esqueci: a valoracido p-adica se estende para o
conjunto dos nlimeros reais, com as mesmas propriedades de antes.
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Valoracao real

Vamos usar os niimeros 2-ddicos. O que é muito bom porque 2 é
primo. (Exercicio)

Uma coisa que eu esqueci: a valoracido p-adica se estende para o
conjunto dos nlimeros reais, com as mesmas propriedades de antes.

Isto é, alguns ndmeros reais ndo sdo 2-4ddicos, mas todos tém uma
valoracao 2-adica.
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vermelho, azul ou verde:

Pinte cada um dos infinitos pontos (x,y) do quadrado de

«0O>» «Fr < > < > Q>



«0>» «Fr «E» < QR

vermelho, azul ou verde:

Pinte cada um dos infinitos pontos (x,y) do quadrado de

® (x,y)se v(x)>0ew(y)>0
e (x,y) se v(x) <0ew(y)>w(x)
o (x.y)sew(y) <0ew(y) < w(x)

it
-



@ (x,y)sew(x)>0ew(y)>0
° (x,y)se vu(x) <0ew(y)>w(x)
@ (x.y)sew(y) <0ew(y)<wn(x)

©.1),

BB LDA

(1,0)
es ses s 6 e0se & eese & o eee seee .
wr 13 X7 2 47 o3 3M &7

«O0)>» «F» «=)» 4«

it
it
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Se A é vermelho, entdo P e A+ P tém a mesma cor, para todo P.

«0O>» «Fr < > < > Q>



Se A é vermelho, entdo P e A+ P tém a mesma cor, para todo P

A = (u,w)

A+P = (u+x,w+y)

P=(xy)

X
«0O>» «Fr < > < > Q>



° (x,y)se vr(x)>0ew(y)>0
@ (x,y) se wo(x) <0e w(y)> v(x)

o (x.y)sewva(y) <0ew(y)<wva(x)
Demonstracao:

it
-

«0>» «Fr «E» < Q>



@ (x,y)sew(x)>0ew(y)>0
@ (x,y) se wo(x) <0e w(y)> v(x)
e (x.y)sew(y) <0ew(y)<wn(x)

Demonstracdo: A= (u,w), P = (x,y). Como A é vermelho,
vo(u) > 0e va(w) > 0.

«0>» «F>» «E>» «E>» = P NEd



@ (x,y)sew(x)>0ew(y)>0
@ (x,y) se wo(x) <0e w(y)> v(x)
e (x.y)sew(y) <0ew(y)<wn(x)

Demonstracdo: A= (u,w), P = (x,y). Como A é vermelho,
vo(u) > 0e va(w) > 0.

Primeiro, P vermelho implica A+ P vermelho:

«0>» «Fr «E» < QR

it
-



@ (x,y)sew(x)>0ew(y)>0
@ (x,y) se wo(x) <0e w(y)> v(x)
e (x.y)sew(y) <0ew(y)<wn(x)

Demonstracdo: A= (u,w), P = (x,y). Como A é vermelho,
vo(u) > 0e va(w) > 0.

Primeiro, P vermelho implica A+ P vermelho: pela desigualdade
ultramétrica, como v»(x) > 0 temos vo(u + x) > 0,

«O0)>» «F» «=)» 4«

it
-
it

DA



Demonstragao: A= (u,w),P = (x,y). Como A é vermelho,
va(u) >0 e va(w) > 0.

Primeiro, P vermelho implica A+ P vermelho: pela desigualdade
ultramétrica, como va(x) > 0 temos va(u + x) > 0, e 0 mesmo
para wew+y.
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° (x,y)se vr(x)>0ew(y)>0
o (x,y) se va(x) <0 e va(y) > vo(x)
o (x.y)seva(y) <0eva(y) < va(x)
Agora, P azul implica A+ P azul:

it
-

«0>» «Fr «E» < Q>



@ (x,y)sew(x)>0ew(y)>0
@ (x,y) se wo(x) <0e w(y)> v(x)
e (x.y)sew(y) <0ew(y)<wn(x)

Agora, P azul implica A+ P azul: suponha v»(x) <0e
va(y) = va(x).

it
-

«0>» «Fr «E» < QR



@ (x,y)sew(x)>0ew(y)>0
@ (x,y) se wo(x) <0e w(y)> v(x)
e (x.y)sew(y) <0ew(y)<wn(x)

va(y) > vo(x). Temos va(u+ x) = va(x) <0, porque vo(x) <O0e
v2(u) > 0.

«0>» «Fr «E» < QR

Agora, P azul implica A+ P azul: suponha v»(x) <0e

it
-



@ (x,y)sew(x)>0ew(y)>0
@ (x,y) se wo(x) <0e w(y)> v(x)
e (x.y)sew(y) <0ew(y)<wn(x)

Agora, P azul implica A+ P azul: suponha v»(x) <0e
va(u) > 0. E também

va(y) > vo(x). Temos va(u+ x) = va(x) <0, porque vo(x) <O0e

vo(w +y) = min{va(w), va(y)} = va(x) = va(u + x)

«40)>» «Fr «=» « =) = Q>



Lema

@ (x,y)sewva(x)>0ew(y)>0
@ (x,y) se va(x) <0 e w(y) > wva(x)
° se va(y) <0 e w(y) < va(x)

Agora, P azul implica A+ P azul: suponha v»(x) <0 e
va(y) > va(x). Temos vo(u + x) = vo(x) < 0, porque vo(x) <0 e
va(u) > 0. E também

va(w + y) = min{ua(w), va(y)} = va(x) = va(u + x)

Entdo A+ P é azul.

Erik Amorim Seminario de Coisas Legais



Lema

@ (x,y)se va(x)>0ew(y)>0
° (x,y) se va(x) <0 e va(y) > va(x)
° se va(y) <0 e w(y) < va(x)
Agora, P azul implica A+ P azul: suponha v»(x) <0 e
va(y) > va(x). Temos vo(u + x) = va(x) < 0, porque vo(x) <0 e
va(u) > 0. E também
va(w + y) = min{va(w), va(y)} = va(x) = va(u + x)
Entdo A+ P é azul.

O mesmo para . ]
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Qualquer reta sé tem no maximo 2 cores.

«O)>» «F)r « Q>



Qualquer reta sé tem no maximo 2 cores.

O1)s wvevens o oem o

B

g

5 48535 8

H

S
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H
H
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@ (x,y)sew(x)>0ew(y)>0
@ (x,y) se wo(x) <0e w(y)> v(x)
e (x.y)sew(y) <0ew(y)<wn(x)

Qualquer reta sé tem no maximo 2 cores. I
Demonstracao:

it
-

«0>» «Fr «E» < QR



@ (x,y)sew(x)>0ew(y)>0
@ (x,y) se wo(x) <0e w(y)> v(x)
e (x.y)sew(y) <0ew(y)<wn(x)

Qualquer reta sé tem no maximo 2 cores. I

Demonstracdo: Suponha que uma reta possa ter as 3 cores.
SPG, a reta parte da origem.

«0O0)>» «F»r «Z» « Q>

it
-



@ (x,y)sew(x)>0ew(y)>0
@ (x,y) se wo(x) <0e w(y)> v(x)
e (x.y)sew(y) <0ew(y)<wn(x)

Qualquer reta sé tem no maximo 2 cores. l

Demonstracdo: Suponha que uma reta possa ter as 3 cores.
SPG, a reta parte da origem. Ent3o os pontos (x, y) nessa reta
tém a razdo x/y constante, denotada por A.

«O0)>» «F» «=)» 4«
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Lema

(x,y) se va(x) >0e wa(y) >0
x,y) se va(x) <0 e va(y) > va(x)
se va(y) <0 e w(y) < va(x)

—

Lema 2
Qualquer reta sé tem no maximo 2 cores.

Demonstracao: Suponha que uma reta possa ter as 3 cores.
SPG, a reta parte da origem. Ent3o os pontos (x, y) nessa reta
tém a razdo x/y constante, denotada por \. Se (x,y) é azul,

Vp(A) = vp(x) = vp(y) < 0.
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Lema

(x,y) se va(x) >0e wa(y) >0
x,y) se va(x) <0 e va(y) > va(x)
se va(y) <0 e w(y) < va(x)

—

Lema 2

Qualquer reta sé tem no maximo 2 cores.

Demonstracao: Suponha que uma reta possa ter as 3 cores.
SPG, a reta parte da origem. Ent3o os pontos (x, y) nessa reta
tém a razdo x/y constante, denotada por \. Se (x,y) é azul,
vo(A) = vp(x) — vp(y) < 0. Se (x. ) é verde,

Vp(A) = vp(x) = vp(y) > 0.
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Lema

(x,y) se va(x) >0e wa(y) >0
x,y) se va(x) <0 e va(y) > va(x)
se va(y) <0 e w(y) < va(x)

—

Lema 2

Qualquer reta sé tem no maximo 2 cores.

Demonstracao: Suponha que uma reta possa ter as 3 cores.
SPG, a reta parte da origem. Entdo os pontos (x, y) nessa reta
tém a razdo x/y constante, denotada por \. Se (x,y) é azul,
vo(A) = vp(x) — vp(y) < 0. Se (x. ) é verde,

Vp(A) = vp(x) — vp(y) > 0. Absurdo.
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Existe pelo menos um tridngulo com vértices um de cada cor.

«0O>» «Fr < > < > Q>



Combinatoéria

Lema 3
Existe pelo menos um tridngulo com vértices um de cada cor.
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Combinatoéria

Lema 3
Existe pelo menos um tridngulo com vértices um de cada cor.

Erik Amorim Semindrio de Coisas Legais



Demonstracao: Suponha por absurdo que todos os tridngulos
tém seus 3 vértices pintados de no maximo 2 cores.

«O)>» «F)r « Q>



Combinatoéria

Demonstracao: Suponha por absurdo que todos os tridngulos
tém seus 3 vértices pintados de no maximo 2 cores.

Considerar as arestas vermelho-azul. Existe um niimero par ou
impar delas na fronteira do quadrado?
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Combinatéria

Demonstracao: Suponha por absurdo que todos os tridngulos
tém seus 3 vértices pintados de no maximo 2 cores.

Considerar as arestas vermelho-azul. Existe um niimero par ou
impar delas na fronteira do quadrado?

* e
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Duas maneiras de descobrir a paridade do niimero de arestas
vermelho-azul na fronteira do quadrado:

«0O>» «Fr < > < > Q>



impar

Duas maneiras de descobrir a paridade do niimero de arestas
vermelho-azul na fronteira do quadrado:

@ Contar todas elas na fronteira do quadrado e ver se é par ou

«O)>» «F)r « > < » Q>



impar

Duas maneiras de descobrir a paridade do niimero de arestas
vermelho-azul na fronteira do quadrado:

@ Contar todas elas na fronteira do quadrado e ver se é par ou

@ Somar o nimero de arestas vermelho-azul em cada tridngulo.

«0O0)>» «F»r «Z» « Q>

it
-



Combinatéria

Duas maneiras de descobrir a paridade do niimero de arestas
vermelho-azul na fronteira do quadrado:
@ Contar todas elas na fronteira do quadrado e ver se é par ou
impar
@ Somar o niimero de arestas vermelho-azul em cada tridngulo.
Afinal, cada aresta interior vai ser contada duas vezes, e n3o
vai contribuir para a paridade do resultado final.
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Combinatéria

A contagem pelo primeiro método da um nidmero impar.

T 1

Erik Amorim Seminario de Coisas Legais



A contagem pelo segundo método dd& um nimero par,

«0O>» «Fr < > < > Q>



A contagem pelo segundo método dd um niimero par, porque da
um nimero par para cada triangulo.

«0O>» «Fr < > < > Q>



Combinatéria

A contagem pelo segundo método da um ndmero par, porque da
um numero par para cada tridangulo. Lembre-se que estamos
assumindo que os tridngulos sé tém vértices de no maximo 2 cores.
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AbSUrdo!

«gOr «Fr o« > < . .



vértices um de cada cor.

Absurdo! Entdo tem que existir pelo menos um tridngulo com

«0O>» «Fr < > < > Q>



E impossivel dividir um quadrado em um nidmero impar de
tridngulos de mesma area.

«0O>» «Fr < > < > Q>




E impossivel dividir um quadrado em um nidmero impar de
tridngulos de mesma area.

de cada tridngulo é 1/N, e ja sabemos que existe pelo menos um
com vértices um de cada cor.

«40)>» «Fr «=» « =) = Q>

Demonstracao: estamos tentando mostrar que N é par. A drea



Monsky

Teorema de Monsky

E impossivel dividir um quadrado em um ndmero impar de
tridngulos de mesma area.

Demonstracao: estamos tentando mostrar que N é par. A area
de cada tridngulo é 1/N, e ja sabemos que existe pelo menos um
com vértices um de cada cor.

Qual é a area desse triangulo?
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Monsky

Teorema de Monsky
E impossivel dividir um quadrado em um ndmero impar de

tridngulos de mesma area.

Demonstracao: estamos tentando mostrar que N é par. A area
de cada tridngulo é 1/N, e ja sabemos que existe pelo menos um
com vértices um de cada cor.

Qual é a area desse triangulo? SPG seu vértice vermelho é a
origem.
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Monsky

Teorema de Monsky
E impossivel dividir um quadrado em um ndmero impar de

tridngulos de mesma area.

Demonstracao: estamos tentando mostrar que N é par. A area
de cada tridngulo é 1/N, e ja sabemos que existe pelo menos um
com vértices um de cada cor.

Qual é a area desse triangulo? SPG seu vértice vermelho é a
origem. Sejam (x,y) e os outros dois.
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Monsky

Teorema de Monsky
E impossivel dividir um quadrado em um ndmero impar de

tridngulos de mesma area.

Demonstracao: estamos tentando mostrar que N é par. A area
de cada tridngulo é 1/N, e ja sabemos que existe pelo menos um
com vértices um de cada cor.

Qual é a area desse triangulo? SPG seu vértice vermelho é a

origem. Sejam (x,y) e os outros dois.
1 0 01
+A= 5 x y 1|=
a b1
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Monsky

Teorema de Monsky

E impossivel dividir um quadrado em um ndmero impar de
tridngulos de mesma area.

Demonstracao: estamos tentando mostrar que N é par. A area
de cada tridngulo é 1/N, e ja sabemos que existe pelo menos um
com vértices um de cada cor.

Qual é a area desse triangulo? SPG seu vértice vermelho é a
origem. Sejam (x,y) e os outros dois.

1
+A=—
2

xb — ay

1
1 |= >
1

L X O
o< O
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o (x,y): va(x) <0 e wvay) > wva(x)
@ (a.b): va(b) <0 e wa(b) < va(a)

1 xb — ay
A=—=+
N 2




o (x,y): va(x) <0 e wvay) > wva(x)
@ (a.b): va(b) <0 e wa(b) < va(a)

A=1=ixb—ay J

N 2

va(xb) = va(x) + va(b)



o (x,y): va(x) <0 e wvay) > wva(x)
@ (a.b): va(b) <0 e wa(b) < va(a)

A=1=ixb—ay J

N 2

va(xb) = va(x) + va(b) < va(y) + va(a) = va(ay)



o (x,y): va(x) <0 e wvay) > wva(x)
@ (a.b): va(b) <0 e wa(b) < va(a)

A=1=ixb—ay J

N 2

va(xb) = va(x) + va(b) < va(y) + va(a) = va(ay)

va(xb — ay) = vo(xb) = va(x) + v2(b)



o (x,y): va(x) <0 e wvay) > wva(x)
@ (a.b): va(b) <0 e wa(b) < va(a)

A=1=ixb—ay J

N 2

va(xb) = va(x) + va(b) < va(y) + va(a) = va(ay)

va(xb — ay) = vo(xb) = va(x) + v2(b) < 0



o (x,y): va(x) <0 e wvay) > wva(x)
@ (a.b): va(b) <0 e wa(b) < va(a)

A=1=ixb—ay J

N 2

va(xb) = va(x) + va(b) < va(y) + va(a) = va(ay)
va(xb — ay) = vo(xb) = va(x) + v2(b) < 0

va(1/N) = va(xb — ay) — va(2) = wa(xb—ay) -1 < -1<0

«40)>» «Fr «=» « =) = Q>



v2 (1/N) <0

«Or «Fr «=>» .



v (1/N) <0

v2(1) — vz(N) <0




V2(1/N)<0

v2(1) — v2(N) <0

_V2(N) < 0




V2(1/N)<0

v2(1) — v2(N) <0
_V2(N) < 0

v2(N) >0




V2(1/N)<0

v2(1) — v2(N) <0
_V2(N) < 0

v2(N) >0




Vo (l/N) <0

va(1) — va(N) < 0
—w(N) <0
va(N) >0
N=...77770
N é par!

«0>» «F>» «E» «E>» _.QCLO«



e p-adic Numbers: An introduction (Universitext), Gouvéa
F., Springer, 2003

e en.wikipedia.org/wiki/Monsky%27s_theorem

e www.math.lsu.edu/~verrill /
teaching/math7280 /triangles.pdf
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