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Sistemas dinamico discreto
(o tempo e discreto)
f- X — X

lterados de f

segundo iterado de f é f o f(x), denotado f?(x).
terceiro iterado de f é f o f o f(x), denotado F3(x).

O h-ésimo iterado e f &

f'(x) == fofofo---of
*

nvezes



Sistema dinamico discreto

Questao: Dado x, o que acontece com a sequéncia

x, f(x), f3(x),..., f(x), ...
quando

n — +00?
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Sobre a dinamica de baldes de areia

A D= > A=045A+02L+02V
L — > L=03A+04L+05V
V == > V=025A+04L+03V

A’ 0.45 0.2 0.2 A
L’ |= 03 04 0.5 L
v’ 0.25 0.4 0.3 74

| S

M



The Big Question

O que acontecerda com a distribuigdo da areia
nos baldes se repetirmos muuuuuuuuitas vezes o

processo de redistribuicdo da areia que
descrevemos?
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The Big Question

O que acontecerda com a distribuigdo da areia
nos baldes se repetirmos muuuuuuuuitas vezes o

processo de redistribuicdo da areia que
descrevemos?
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Um experimento numérico

O experimento humérico sugere que para qualquer
vetor

(A, L, V)

Com A, Le V naonegativose A+ L+ V =1, vale
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hom L |=| o.4060 |=| 67/165
% 0.3272 18/55

A distribuicdo de areia no futuro distante nado

depende da distribuigdo inicialll



Um experimento numérico
O experimento numérico sugere que paralqualquer

vetor
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Com A, Le V naonegativose A+ L+ V =1, vale
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Observacoes

[ . V4 . V4 . )
Uma matriz é chamada de matriz estocastica se todas as suas
entradas sdo ndo negativas e a soma de cada coluna é 1.

045 0.2 0.2
M=l 03 04 05
025 04 03

M & uma matriz estocastica.

[ )
0.26 o . ,
O vetor ( 0.4060 ) e fixo por M isto e

0.3272
0.26 0.26
M| 04060 | = 0.4060
0.3272 0.3272

.




Construindo castelos em praias

—



Teorema de Perron-Frobenious

(para matrizes estocasticas)

Seja M uma matriz d x d, estocastica, com todas entradas positivas.

\ 4

Existe um unico vetor u = (xq, X2, ..., Xg) € RY, com todas as entradas
positivas e Zf':1 x; = 1, tal que Mu = u. Alem disso

Para QUALQUER vetor v = (a4, ...,aq4), com todas entradas positivas e
27:1 a; =1, vale

lim M"v = u.

nN—+ o0



Triangulo invariante

T={(a.az.a3) eR®: a>0eaj+a+a =1}

A

(0,0,1)
(1,0,0)

(0,1,0)
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Tridngulo invariante

T={(a.az.a3) eR®: a>0eaj+a+a =1}
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Triangulo invariante

T={(a.az.a3) eR®: a>0eaj+a+a =1}

| M(T)CT

(0,0,1)[ T

) (1,0,0)

O Encontrar u € T tal que Mu = u.

O \Verificar que para qualquer v € T vale

(0 1 0) nErPoo M"v = u.




M : T — T é uma contracao se existe A < 1 tal que
paratodo a, b € T vale d(Mb, Ma) < Ad(a, b).

N

\4,

<




Principio de contragdo de Banach

Seja M : T — T uma contracao em um espaco métrico completo (T, d).

\ 4

O Existe um unico u € T que é fixo por M, isto €, Mu = u.

0 Paratodov € T vale limp_ o M"Vv = u.



Dinamica de contracoes

f contracao

\/
N

f(p) = p



Sistema dinamico discreto
Exemplo super babaca

f:[0,1] — [0, 1] funcdo C' tal que max |f/| < 1

N

Pelo Teorema do Valor Médio f & uma contracao em [0, 1].



Principio de contragdo de Banach

(por que ele é legal)

O Existem vdrias nogoes de "distancia”, algumas bem malucas.
O Principio vale para todas elas. (ndo precisamos nos
restringir a distancia euclidiana).

o /M ndo precisa ser linear.

© T ndo precisa ser um triangulo ou mesmo um subconjunto
de R".



Principio de contragdo de Banach
(por que ele é legal)

O Existem varias nogoes de “distancia”, algumas bem malucas
O Principio vale para todas elas. (ndo precisamos nos
restringir a distancia euclidiana).

o /M ndo precisa ser linear.

© T ndo precisa ser um triangulo ou mesmo um subconjunto
de R".



Sobre Stefan Banach

-Matematico da Polonia (1892-1945)

2
-O Principio de contragao de Banach f(
aparece em sua tese de doutorado. 5




Métricas malucas
Exemplo I- distdncia de Manhattan

X0

dM((X,_V),(a,b)) = ‘a—X| + ‘b_ yl
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Métricas malucas

Exemplo II-Vivendo no circulo
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Métricas malucas
Exemplo II-Vivendo no circulo




Geometria de Hilbert em um convexo

Seja T C R" um aberto convexo e limitado.
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Defina a distancia de Cayley-Klein-Hilbert deky como

y—ax—b)

3
d V)= =1
ckH(X, Y) 2n<x—ay—b




Geometria de Hilbert em um convexo

Seja T C R" um aberto convexo e limitado.
d

b b

Defina a distancia de Cayley-Klein-Hilbert deky como

y—ax—b)

3
d V)= =1
ckH(X, Y) 2n<x—ay—b




Propriedades legais da Geometria de Hilbert

Se M é uma transformacao linear que preserva o aberto convexo T, isto é

) M(T) C T,
Entao

dckn(Ma, Mb) < dcku(a, b)

e se M(T) C T temos que M é uma contracao

dckn(Ma, Mb) < Adcku(a, b)

comA < 1.




Prova do Teorema de Perron-Frobenious

(para matrizes estocasticas)

T={(a.az.a3) eR®: a>0eaj+a+a =1}
A
’ Temos

dckH(Ma, Mb) < Adcku(a, b)
comA < 1.




Prova do Teorema de Perron-Frobenious

(para matrizes estocasticas)

T={(a.az.a3) eR®: a>0eaj+a+a =1}

A
Temos

dckn(Ma, MDb) < Adckn(a, b)
com A < 1.

Principio de contragdo
de Banach

O Existe um unico u € T que € fixo por M, isto €, Mu = u.

o Paratodov € T vale lim,_, .o M"v = u.




Geometria de Hilbert e geometria hiperbdlica

Se o aberto convexo T for um disco entdo a distdncia de
Cayley-Klein-Hilbert nos da o modelo de Beltrami-Cayley-Klein
da geometria hiperbalica (onde o quinto postulado de Euclides

falha) Neste modelo

C

O "retas"” (geodésicas) sdo cordas do circulo

h O Sendo um modelo da geometria hiperbdlica,
dado uma “reta” r e um ponto fora desta retq,
existem uma infinidade de retas passando por
este ponto e que ndo cruzam r.
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este ponto e que ndo cruzam r.




Geometria de Hilbert e R"2

Se o aberto convexo T for um tridngulo entdo T com a
distancia de Cayley-Klein-Hilbert é ISOMETRICO ao plano
munido com uma horma apropriadall



Geometria de Hilbert e operadores positivos

Hilbert intfroduziu a métrica de Hilbert em 1895. Ele estava
interessado em suas curiosas propriedades geométricas.

Mais de 60 anos depois, Garret Birkhoff e Hans Samelson
descobriram como a métrica de Hilbert e o principio de
contragdo de Banach poderiam ser utilizados para estudar
Matrizes e, mais geralmente, operadores positivos.



Um sistema dindmico complicado

: ]
1(0,0)

1
Lo 2 a0 Ian



Base Bindria

2=1.2"+0.-2°=10

7=1-2241.2"4+1.2°=111

0,5=1-2"1=0,1
4,5=1-2°+0-2"4+0-2°+1.2"1 =100, 1

Multiplicar por 2 (10) na base bindria é muito simples: é so
mover a virgula para direita uma casal

2*0.10111 =1.0111



Um sistema dindmico complicado

f(x)_{Qaz se ¢ < 1/2

20 —1 sex>1/2.

r € |0,1]

» r = 0,ai1a9a3... COM a; & {O, 1}

se x € [0,1/2) entao a; =0 * f(z) =2x= 0,a2a3a4...

se x € [1/2,1]| entao a; =1 * f(zx) =2z —1=0,aca3a4 ..



Infinitas orbitas periodicas

f(x)_{Zx se ¢ < 1/2

20 —1 sex>1/2.

r =0,1010101010101 - -- = 0, 10
f(x) =0,010101010101--- = 0,01
f%(x) =0,10101010101--- = 0,10 = z

x € periddico com periodo 2.



Infinitas orbitas periddicas !

2 se z < 1/2
20 —1 sex>1/2.

fla) =

Se x é racional e x = 0,a1, as, as, ..., a,

Entao f"(x) = x.

Isto é, x é periddico de periodo n. Assim, f tem infinitos pontos periddicos,
estes pontos sao densos no intervalo |0, 1], e cada um tem um comportamento
tuturo totalmente diferente.
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Do rigor na ciencia

Jorge Luis Borges

Naquele Imperio, a Arte da Cartografia logrou tal perfeicao que o mapa de uma unica
Provincia ocupava toda uma Cidade, e o mapa do império, toda uma Provincia. Com o
tempo, esses Mapas Desmedidos nao satisfizeram e os Colegios de Cartografos levantaram
um Mapa do Imperio, que tinha o tamanho do Império e coincidia pontualmente com ele.
Menos Adictas ao Estudo da Cartografia, as Geragoes Seguintes entenderam que esse
dilatado Mapa era Inutil e nao sem Impiedade o entregaram as Inclemencias do Sol e dos
Invernos. Nos desertos do Oeste perduram despedagadas Ruinas do Mapa, habitadas por
Animais e por Mendigos; em todo o Pais nao ha outra reliquia das Disciplinas Cartograficas.

Suares Miranda:Viajes de Varones Prudentes, livro quatro, cap. XLV, Lerida, 1658.
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Como descrever uma distribuicdo de areia

p:10,1] - RT
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Como descrever uma distribuicdo de areia
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Como descrever uma distribuicdo de areia

I grafico da p

quantidade de areia acima do intervalo |a, b] = u(|a, b])

u([a, b)) = / o(z) da



Espalhando areia com uma fungdo

T

Qualquer distribuicao converge para distribuigao
constante!!



Espalhando areia com f

Qual a relacao entre pg e p1”



Espalhando areia com f

Distribuicao pg

Qual a relacao entre pg e p1”



Espalhando areia com f

Distribui¢ao pg Distribuicao pq
0 | 0 |

Qual a relacao entre pg e p1”




Espalhando areia com f

Distribuic¢ao pg Distribuicao pq

onde L: C'|0,1] — C|0, 1] é um operador linear continuo.



Espalhando areia com f

1 T 1 T 1

p1(x) = §Po(§) - =po(5

p1 = L(po)

O Lp+p) =Lp)+ L(p) (como uma matriz!!)

O L(ap) = aL(p) (como uma matriz!)

O Sep>0entao L(p) >0 (como uma matriz positivall)

‘ Se fol p dxr =1 entao fol L(p) dr =1 (como uma matriz estocastica!l)



Espalhando areia com f

Podemos utilizar a metrica de Hilbert de modo analogo
ao utilizado no caso das matrizes estocasticas para
mostrar que qualquer distribuicao ira convergir para
distribuicao constante.



Referéncia

ON THE PERRON-FROBENIUS THEOREM
Hans Samelson

1. INTRODUCTION

The purpose of this note is to present another proof for the well-known theorem
of Perron and Frobenius about matrices with positive elements, or rather, for the
main part of it which says that suck a matrix has exactly one positive eigenvector
(that is, one whose coordinates are all positive). In the bibliography we list a few
other proofs, including generalizations to function spaces. The proof given here is
geometric in character, and quite elementary.
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