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Bits de histéria

Origem da representacdo decimal posicional de niimeros naturais — india,
século 1l a.C. (Victor Katz, 2009)

Século VII, Brahmagupta (india)
— 0 papel do zero como nlimero — inteiros negativos.

Al'Khowarizmi, Casa de Sabedoria, século IX, Bagda
— Sistema decimal posicional e algoritmos aritméticos elementares com niimeros
naturais.

Al'Khowarizmi — algarismo e algoritmo

Al'Khowarizmi — esquemas com nimeros naturais para operacdes de adicao,
subtracao, multiplicacao e divisao.
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Pequenos bits de histoéria

@ Leonardo de Pisa, Fibonacci — Liber Abaci, 1202
— Divulgacdo do sistema decimal posicional de nimeros naturais
— Provocou o abandono pela Europa do sistema de numeracao romano

@ Fibonacci — como posicionar nimeros naturais no papel para os algoritmos
de adicdo, subtragdo, multiplicagcdo e divisao
@ Fibonacci —— representacdo de nilmeros racionais positivos na forma

sendo a e b inteiros positivos

@ Notagdes incomuns em Liber Abaci

Lo 1 | significando | 1 + L + 0 + 2
— 12NITI n =
2010 |® 2.9-10 ' 9-10 ' 10
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Pequenos bits de histoéria

@ Inauguracdo da representacdo decimal fra-
cionaria (nimeros como 0,0235 ou 12,356)
— século XVI

@ Simon Stevin, matematico belga, também
fisico e engenheiro, 1585 — De Thiende
(titulo flamengo) ou La Disme (tradugdo
francesa, apéndice a L’Arithmetique) ou The
Tenth (tradugdo inglesa, 1608) — um novo
modo para representar niimeros fracionarios.
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Stevin, fracoes comuns e The Tenth

@ Objetivos de Stevin: tornar faceis e praticas as operagdes elementares com
nimeros fracionarios

@ Stevin via as fracbes comuns como um empecilho a boa matematica comercial.

@ Exemplo dado por ele de esforgo a precisdo, encontrado em seu livro
Tables of Interest, de 1582.
“E necessario saber o que um Principal de 380 libras, a juros de 11% ao ano,
rendera em 8 anos. ..

. 3142250 - ”
A resposta é 815 3335575 libras.
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The Tenth nas palavras de Stevin

e Definicao | The Tenth é uma espécie de aritmética baseada na ideia da
progressao por dezenas, ...pela qual todos os céalculos que s3o encontrados
nos negbcios podem ser realizados por inteiros apenas, sem a ajuda de fracoes.

@ Definicdao Il Um ndmero inteiro é chamado de Inicio e tem o simbolo (0)

o Definicao Il
A décima parte de uma unidade do Inicio é chamada de Primeiro e tem o

simbolo (D),

A décima parte de uma unidade de Primeiro é chamada Segunda e tem o
simbolo (2).

Procede-se similarmente, para cada décima parte da unidade do nimero an-
terior.
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Palavras de Stevin em The Tenth

@ Em The Tenth a justaposicdo de fragbes tem o significado de soma:

° “3@7@3@9@ é 3 primeiros, 7 segundos, 3 terceiros e 9 quartos, sendo

7 3 9 3739 n
portanto 10 100 1000 1o0og® due é, evidentemente 10000

@ ..."em The Tenth n3o usamos fracGes . ..usamos apenas os algarismos de 0
ag...
.€ N30 escrevemos 7@ 12(2), mas sim 81)22) , pois tem o mesmo valor.”
12 _ 8 , 2
(em linguagem atual, 5 106 = 16 + 105)
@ Stevin ndo parece conectar os (0), (1), (2), etc. com os expoentes das dezenas

nos denominadores que eles subtituiam!
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Adicao e multiplicacao em The Tenth

OXOXONE)

. 2 7 8 4 7

@ Dados trés dime numbers 37675

(ndmeros em The Tenth), 87578 2

27108473, 371067253 e 5113 0 4
875000781223,

Requer-se: encontrar a soma dos trés. A soma requerida é portanto

A construcao: Organize os nimeros 941(0)3(1)02) 403).

como indicado no diagrama, somando-os

da maneira usada para somar inteiros. 27,847 + 37,675 + 875,782 =
941,304
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Proposicao I. Adicao em La Thiende

G necuEve N, Het fija dricoirdens van
Thiendetalen, welckereerfte 27 @8 (L4 (3
203, detweede, 37 @6T. 77253, de derde,
25@7182 23, T"BEGHEERDE . Wy
mocten haer Somme vinden « W ERCKING.

Adicdo em La Thiende

27 8 47
376775
8757 82
941 304

27,847 + 37,675 + 875,782 = 941,304
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Proposicado IIl. Multiplicacdo em
La Thiende

@@ Traduzindo para nossa notagdo
3 2 37 [ 32 5 7|
8 9 46 8 9, 4 6
1 9 5 4 2
i
L2y ‘g 1 3 0 2 38
1 39 2 2 9 3 1 3
29 313 2 6 0 5 6

26 0¢6 2 913 71 22
r9 1 3 7 1 22 32,57 x 89,46 = 2913,7122
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O nascimento da dizima periddica

@ Apds a Proposi¢do 4 (sobre divisdo), escreve Stevin:
Acontece as vezes que o quociente ndo pode ser expresso em niimeros inteiros,
como em 4D dividido por 3(2), em que parece que surgird um nidmero infinito
de 3’s... E verdade que o quociente sers 130)3(D) 3% @ ou 13031032 3%@
@ Stevin revela uma compreensdo muito clara de seu sistema. Ele ressalta que
para evitar os infinitos 3's teriamos que escrever, na linguagem de hoje,

04 _ 40 _ 1 04 __ 1
2 =40 =13,33% ou X =13,3331

Em 13,3333 a fragdo 3, na posicdo em que se encontra, significa —13630.

@ Stevin sobre arredondamentos: ... notamos que nos negécios é menosprezada
a milésima parte de uma onca ou de um grain. 1 libra = 16 ongas = 7000
grain.
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John Napier bate o martelo na representacao decimal fracionaria

@ 1616 — na tradugao inglesa de seu Descriptio, John Napier
simplifica representacdes e adota o ponto como separador da
parte inteira da parte fracionaria.

@ 1617 (Rabdologia) — Napier propde ponto ou virgula para
separar parte inteira da parte decimal.

@ 1748 — Leonhard Euler adota a notacao de Napier nos
nimeros decimais fracionarios de sua Introducdo a Analise In-
finitesimal.

@ Usam o ponto como separador decimal: Estados Unidos, Reino
Unido, Australia, México, Japao e outros mais de 50 paises.

@ Usam a virgula como separador decimal: Brasil, Espanha,
Franca, Alemanha, Russia e outros 70 paises.
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Fracoes de representacdo decimal finita

Definicao
Chamaremos de fragdes decimais ou de fragcdes de representacao decimal finita as
fracoes de inteiros positivos que podem ser escritas na forma 107 sendo n > 0

um nimero natural e a um inteiro positivo.

S3o exemplos de fracGes decimais as fracbes

1 625 48
2425 _ _
1 31416 | 3 75
1= | 31416="—2 | ~ = =
0,0001= 1 | 3,1416 =" | 7 =0.75= 15
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Teorema

R
m |

Sejam a e b inteiros positivos, primos entre si. A fracdo 5 é decimal se e

somente se b = 2" - 5" para certos naturais m e n.
Demonstracao

Se — = 10 para algum natural ¢, algum natural r entao bc = a- 10".

Dai, b é divisor de a - 10" b é divisor de 10" = 2" - 5"
= b tem a forma 2™5" com m e n naturais.

T L
|
(9}
2
|

mdc(a b)=

a a 5’"‘”a c
Reciprocamente, se b = 2™5" (m > n), entao — = = .
P s (m 2 n), b~ 2m5n  omgm _ 1gm
O caso m < n é andlogo. (]

Exemplo (Dois exemplos tipicos)

1 1 53 125 3 3-5 15
Z=_ =—=0,125 —~=7—=7—=0,15
8 23 25.53 103 ’ 20 20-5 100 ’
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Dizimas periddicas representando fracoes

@ Possuem uma dizima periédica nimeros tais como a = 0,274274274 . .., com
uma infinidade de digitos, tendo um padrdo de algarismos que se repete na
parte fracionaria. Neste exemplo o padrdo 274 é uma dizima periddica de
comprimento 3.

@ Convertemos este niimero a um nimero racional observando que

r

a=20,274+0,000274 + 0,000000274 + 0,000000000274 + - - -

274 274 274
103 10® 109 1012 1 — 1%3 1(13(;1 % 999

\

(8132 . ag)lo

99...9
nominador (a;a; . .. a; sdo ¢ algarismos justapostos de uma dizima periddica)

@ Analogamente 0,a1a,...a¢31a>...ap... = com ¢ noves no de-
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Fragdes ndo decimais (frages com dizimas periddicas)

Teorema

|

Se a fracdo de inteiros positivos — € irredutivel, com b > 1 e b e 10 primos entre

. . a
Sl, entao — =

C
b 99...9

b

inteiro de algarismos todos iguais a 9.

, para algum natural ¢, com 99...9 representando um

2_6 7_6 5 _ 527 1%
3 9 11 99 37 37-27 999
21 21-99 2079 | 21 21-2439 51219 | 1 142857 142857

101 101-99 9999
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41 41-2439 99999

7 7-142857 999999
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Teorema (enunciado enxuto)

z irredutivel, b > 1, mde(b,10) =1 — z = gg.c. 3 para algum natural c.
Demonstracdo. P = {10,102, 103, ...}.
Na divisdo euclidiana de um inteiro em P por b, o resto r da divisdo esta em
R={1,2,...,b— 1} (ndo podendo ser 0 pois b e 10 sdo primos entre si.)
Como P é infinito e R é finito, havera duas poténcias de dez, 10" e 10™, com
m > n, e restos iguais na divisao por b.
Dai, 10™ — 10" é divisivel por b = b é divisor de 10"(10™~" — 1).
b e 10" sdo primos entre si = b é divisor de 10”7 — 1.
10m™" —1=099...9 é divisivel por b = sb=99...9 para algum s natural.
m—n 9's
sa c

Portanto a_22_
b sb 99...9
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Fracoes nao decimais

Arremate para fracdes impréprias

|

Se — éirredutivel, a> b > 1, entdo a=bg+ r, 0 < r < b. Como visto

b
anteriormente, ( )
a bg+r r aiadz...ae)io
— = = — = == U = 0.a1ay...apa1a>...ap...
b b CH'b q+ 9.9 qg+0,aa ¢a1a> ¢
09
S

Portanto, fragGes irredutiveis com denominador b > 1 e mdc(b, 10) = 1 tem
representacoes decimais apresentando dizimas periddicas.

Exemplo
150 2 2.7 54 054
37 ~ 437 70T 3757 =01 599 =01 ggg = 0,05405405
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Fracoes nao decimais

o , . 4
Olhamos agora para fracdes irredutiveis — tendo b uma das formas: 2°5°p,

b
295%p, ou (2-5)%p, sendo o > 3, p > 1, mdc(p, 10) = 1

Neste caso, havera uma parte ndo periddica de comprimento o na parte
L a T
fracionaria de —, antecedendo a parte periddica.

b
4351 4351 5'.4351 1 21755 1 (37~587+36>
7401 22. 337 2; 52.37 3619;7 371 102 97237
1?2 (58 37> 102 <58 3727> 102 <58 999>
= 1z (587+0,972972072....) = 5,87+0,00072072972..... = 5,87972972072.....
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Comprimentos de dizimas periddicas

2 6
- =-=0,660...
3 9 ’
5 135
— 137137.
37 999 =0,13713
21 51219
— = ——=10,5121951219. ..
41 99999 0,5121951219

1

7:

7 63
1199 0,636363. ..
21 2079
101 — 9999 = 0,20792079.
142857

—— =0, 142857142
999999 0, 142857142857

Podemos prever o comprimento ¢ da dizima periddica?
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Teorema

a
Sendo 5 irredutivel e prépria, com mdc(b, 10) = 1, o comprimento { da dizima

periddica da representacdo decimal de % € o primeiro inteiro positivo ¢ tal que
10° =1 (mod b). Um tal { é a ordem de 10 médulo b, ¢ = ord(10, mod b).

Demonstracao.

10" =1 (mod b) < b divide 10" — 1 < b divide 99...9 < 99...9 é mdltiplo
—— N——

de b.

Assim, o primeiro multiplo de b da forma 99...9 determina o comprimento da
. - . a

dizima periddica na representacao de —

Portanto, ¢ é o primeiro n tal que 10" deixa resto 1 na divisdo euclidiana por b.
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Congruéncia de inteiros modulo m

Esta é uma criacao de Gauss, 1801, em Disquisiotones Arithmeticae.

Definicao

Sendo a, b, m inteiros, m > 2, a= b (mod m) < a — b é divisivel por m.

Restos via congruéncias

a=r (modm)eld<r<m <~ ‘:‘lq (r é resto da divisdo de a por m)

Propriedades (teis
@ a=b (mod m) & ae btem o mesmo resto na divisdo por m.
@ a=b (mod m)eb=c (mod m) = a=c (mod m).

a=b (mod m) a+c=b+d (mod m)
¢ =d (mod m) ac = bd (mod m) e a”" = b" (mod m) (n > 0)
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O comprimento da dizima periddica

Qual é o comprimento ¢ da dizima periédica na
- . o p a
representacao decimal da frac3do irredutivel 7 ?

10=3 (mod 7)

10°=3*=9=2 (mod7)

10°=10-10°=3-2=6 (mod 7)

10*=10-10°=3-6=18=4 (mod 7)
10°=10-10"=3-4=12=5 (mod 7)
10°=10-10°=3-5=15=1 (mod 7)
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A resposta a pergunta é
portanto

¢ =6 = ord(10, mod 7)

=0, 142857142857 . ..

= 1,285714285714 . ..

~Nl© NI=
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O teorema de Euler

Definicao

¢: N* — N*, a funcdo fi de Euler, é definida por
o(n)=#{aeN"|1<a<n, mde(a,n) =1}
Como exemplos, (1) =1, p(9) =6, e se p é primo p(p) = p — 1.

Teorema (Euler)

Se a e m sdo inteiros primos entre si entdo a*(™ =1 (mod m).

Teorema

@ b e 10 primos entre si = 109(®) = 1 (mod b) e, além disso,

e ( o primeiro inteiro n > 1 tal que 10" =1 (mod b) = ¢ divide ¢(b)
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7/ - -/ " 1
Qual € o comprimento da parte periddica de ;=

e p(17) =16
o ( =ord(10, mod 17) divide 16 = ¢ € {1,2,4,8,16}
10 =100=15= -2 (mod 17)
=(10%)* = (- ) =4 (mod 17)
= (102 =4*=16= -1 (mod 17)
1016 = (10%)2 = (- ) =1 (mod 17)

e Portanto ¢ = ord(10, mod 17) = 16

Apreciacdo

'_‘ |
2

17~ 0,05882352941176470588235294117647 . ..
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Qual é o comprimento da parte periddica de

2017
> with (numtheory) :isprime (2017) ;| Pelo programa Maplel?2,
true e 2017 ¢é primo, logo
> ifactor (2016) ; ©(2017) = 2016
5 3 2016
> divisors (2016) ; @ S3o listados os 48 diviso-
res de 2016, um deles sera
{1,2,3,4,6,7,8,9,12, 14, 16, 18, 21, 24, 28, ¢ = ord(10, mod 2017)
32, 36, 42, 48, 56, 63, 72, 84, 96, 112, 126, 144, o 101% = —1 (mod 2017)
168, 224,252, 288, 336, 504, 672, 1008, 2016} e Para cada divisor d de
> 1041008 mod 2017; 1008, temos 109 # 1
2016 (mod 2017)
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Qual é o comprimento da parte periddica de 2017

> divisors (2016) ; e Se d | 1008, 1008 = dq

{1,2,3,4,6,7,8,9, 12, 14, 16, 18, 21, 24, 28, geN
[32] 36, 42, 48, 56, 63, 72, 84,[96] 112, 126, 144, o 10¢ = 1 (mod 2017) =
168,[224] 252.[288] 336, 504,[672] 1008, 2016} 109 = (109)7 = 19 = 1
'> 1041008 mod 2017; (mod 2017) =

10%0% =1 (mod 2017)

; o @ Eliminamos divisores co-
> divisors(1008); muns de 2016 e 1008

{1,2,3,4,6,7,8,9,12, 14, 16, 18, 21, 24, 28, o Um dos expoentes 32, 96,
36,42, 48, 56, 63, 72, 84, 112, 126, 144, 168, 224, 288, 672, 2016 sera
252,336, 504, 1008} ¢ = ord(10, mod 2017)

2016
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1 92

Qual € o comprimento da parte periodica de 55;=

> divisors (1008) ;
{1,2,3,4,6,7,8,9,12, 14, 16, 18, 21, 24, 28,
36,42, 48, 56, 63, 72, 84,112, 126, 144, 168,

252, 336, 504, 1008}
> 107672 mod 2017;

294
> divisors(672) ;

{1,2,3,4,6,7,8,12, 14, 16, 21, 24, 28, 32, 42,

48,56, 84, 96, 112, 168, 224, 336, 672}
> 107288 mod 2017;

79
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7

\.

Um dos expoentes 32, 96,
224, 288, 672, 2016 sera

¢ = ord(10, mod 2017)
1072 #£ 1 (mod 2017)

32, 96 e 224 s3o também di-
visores de 672, podemos eli-
mina-los. Resta 288.

1028 =£ 1 (mod 2017)

Concluimos que ¢ = ord(10,
mod 2017) = 2016

A dizima periédica de 1/2017
tem comprimento 2016.

7
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