
Quer enriquecer? Pergunte-me como!
Como ganhar 1 milhão de dólares com matemática e provar para sua

faḿılia que você não deveria ter feito engenharia!

Thiago Ramos

ICMC-USP
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Motivação: Por que ganhar 1 milhão de dólares?

Investindo 1 milhão de dólares a uma taxa de 0, 5% ao mês, obtemos:

1.000.000× 0, 005 = 5.000

Ou seja, obtemos 5.000 dólares AO MÊS.

Cerca de 2 bilhões de reais.
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Cerca de 2 bilhões de reais.

Thiago Ramos (ICMC-USP) Quer enriquecer? Pergunte-me como! 2 / 54



Motivação: Por que ganhar 1 milhão de dólares?
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Como ganhar 1 milhão de dólares?
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Como ganhar 1 milhão de dólares?

Cada problema resolvido te dará direito a 1 milhão de dólares!
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Obrigado!
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Plot Twist

Esse é um seminário sobre a
Hipótese de Riemann!
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Hipótese de Riemann!

Thiago Ramos (ICMC-USP) Quer enriquecer? Pergunte-me como! 7 / 54



Plot Twist

Esse é um seminário sobre a
Hipótese de Riemann!

Bernhard Riemann
1826 - 1866
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Os problemas de Hilbert

Em 1900 no Congresso Internacional de Matemáticos em Paris, David
Hilbert propôs uma lista de 23 problemas que, de acordo com ele, seriam
de fundamental importância para a matemática no século 20.
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Thiago Ramos (ICMC-USP) Quer enriquecer? Pergunte-me como! 9 / 54



Os problemas de Hilbert

David Hilbert
1862 - 1943
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Os problemas de Hilbert

Post Oficial do Hilbert
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Gênio, bilionário, playboy, filantropo: Landon Clay

”Landon Clay, a graduate of Harvard College, has had a distinguished
career as a successful businessman and in finance and science-based
venture capital funding. He has also devoted a great deal of thought and
energy to philanthropic causes, from archaelogy and astronomy to biology
and mathematics.“

Em 2000, exatamente 100 anos depois do Congresso Internacional de
Matemáticos em Paris onde Hilbert propôs os seus 23 problemas, o
Instituto Clay aproveitou a data simbólica propôs uma lista com 7
problemas para incentivar o estudo matemático.
Em troca dos esforços, seria oferecido 1 milhão de dólares à pessoa que
resolvesse um dos problemas.
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Gênio, bilionário, playboy, filantropo: Landon Clay

Landon Clay
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Os problemas do Milênio
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Hardy’s New Year Resolutions

Godfrey Harold Hardy
1877 - 1947
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Hardy’s New Year Resolutions

6- Matar Mussolini.
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Hardy’s New Year Resolutions

5- Ser proclamado presidente da União Soviética, Grã Bretanha e
Alemanha.

6- Matar Mussolini.
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Hardy’s New Year Resolutions

4- Ser o primeiro homem a subir o Everest.

5- Ser proclamado presidente da União Soviética, Grã Bretanha e
Alemanha.
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Hardy’s New Year Resolutions
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Hardy’s New Year Resolutions

2- Jogar brilhantemente uma partida crucial de cricket.
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Hardy’s New Year Resolutions

1- Provar a Hipótese de Riemann.

2- Jogar brilhantemente uma partida crucial de cricket.

3- Provar de forma definitiva que Deus não existe.

4- Ser o primeiro homem a subir o Everest.

5- Ser proclamado presidente da União Soviética, Grã Bretanha e
Alemanha.

6- Matar Mussolini.
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A importância da Hipótese de Riemann

1- É um problema do Milênio.

2- Vale 1 milhão de dólares.

3- É um desejo inacabado do Hardy.

4- É o 8o problema de Hilbert e é de cair o queixo.
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4- É o 8o problema de Hilbert e é de cair o queixo.
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Hipótese de Riemann: No ińıcio, tudo era Euler

Um dos trabalhos de Euler questionava o comportamento de séries, como
por exemplo o que acontece quando fazemos

1

1
+

1

2
+

1

3
+ ...+

1

n
+ ...?

Sabemos que tal soma diverge (tende ao infinito).
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Hipótese de Riemann: No ińıcio, tudo era Euler

E se fizermos
1

12
+

1

22
+

1

32
+ ...+

1

n2
+ ...?

Euler descobriu que nesse caso

1

12
+

1

22
+

1

32
+ ...+

1

n2
+ ... =

π2

6
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Hipótese de Riemann: No ińıcio, tudo era Euler

Mais geralmente, o que acontece quando fazemos

1

1s
+

1

2s
+

1

3s
+ ...+

1

ns
+ ...?

Definindo a soma acima como

ζ(s) =
1

1s
+

1

2s
+

1

3s
+ ...+

1

ns
+ ... =

∞∑
n=1

1

ns

Sabemos (da vida) que ζ(s) converge se s > 1.
Na verdade, ζ converge para qualquer número complexo s = x + iy desde
que x > 1, ou seja, Re(s) > 1
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A Zeta de Riemann
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A Zeta de Riemann

Anos depois, o matemático Bernhard Riemann se deparou com o mesmo
problema.

Depois de muito pensar sobre a função ζ(s), descobriu uma maneira de
deixá-la mais divertida.
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A Zeta de Riemann

Como ζ(s) =
1

1s
+

1

2s
+

1

3s
+ ...+

1

ns
+ ... se multiplicarmos por (1− 2

2s
)

dos dois lados, temos
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A Zeta de Riemann

(1− 2

2s
)ζ(s) = (1− 1

2s
− 1

2s
)(

1

1s
+

1

2s
+

1

3s
+ ...+

1

ns
+ ...) =

1

1s
+

1

2s
+

1

3s
+ ...+

1

ns
+ ...

− 1

2s
− 1

4s
− 1

6s
− ...− 1

(2n)s
+ ...

− 1

2s
− 1

4s
− 1

6s
− ...− 1

(2n)s
+ ... =
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A Zeta de Riemann

(1− 2

2s
)ζ(s) =

1

1s
− 1

2s
+

1

3s
− 1

4s
+

1

5s
+ ...
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A Zeta de Riemann

Dessa forma ζ(s) fica bem definida para todo valor tal que Re(s) > 0 e
diferente de 1.

ζ(s) =

1

1s
− 1

2s
+

1

3s
− ...+ (−1)n+1 1

ns
+ ...

1− 2

2s
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A Zeta de Riemann

De fato, a partir disso é fácil ver que

ζ(s) = 2sπs−1 sin(
sπ

2
)[

∫ ∞
0

e−yy−sdy ]ζ(1− s)

É uma extensão holomorfa de ζ para todo valor de s tal que Re(s) < 1.

Note que por exemplo, se fizermos s = −3 então teremos que ζ(−3)
depende de ζ(4) e então conseguimos calcular seu valor já que sabemos
quanto vale ζ(4).
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quanto vale ζ(4).

Thiago Ramos (ICMC-USP) Quer enriquecer? Pergunte-me como! 32 / 54



A Zeta de Riemann

De fato, a partir disso é fácil ver que
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A Zeta de Riemann: Uma lenda urbana

Sabemos que a série 1 + 2 + 3 + 4 + ... diverge.
Sabemos também, através da extensão da ζ que fizemos anteriormente,

que ζ(−1) =
−1

12
.

Temos então que

−1

12
= ζ(−1) =

1

1−1
+

1

2−1
+

1

3−1
+ ...+

1

n−1
+ ...

ou seja

1 + 2 + 3 + ...+ n + ... =
−1

12

Isso é falso (pelo menos nesse contexto), pois ζ(s) é definida como a série
acima, apenas quando Re(s) > 1!
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A Hipótese de Riemann

A questão por trás da Hipótese de Riemann é onde estão os zeros da
função ζ.

Se Re(s) < 1, então

ζ(s) = 2sπs−1 sin(
sπ

2
)[

∫ ∞
0

e−yy−sdy ]ζ(1− s)

Se Re(s) > 0 e s 6= 1, então

ζ(s) =

1

1s
− 1

2s
+

1

3s
− ...+ (−1)n+1 1

ns
+ ...

1− 2

2s
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A Hipótese de Riemann: Os zeros triviais

Afirmação

A função Γ(s) =
∫∞
0 e−yy s−1dy é não nula se Re(s) > 0.

Então se Re(s) < 0,

ζ(s) = 2sπs−1 sin(
sπ

2
)[

∫ ∞
0

e−yy−sdy ]ζ(1− s) = 0⇔

2sπs−1 sin(
sπ

2
)Γ(1− s)ζ(1− s) = 0

se, e somente se,

sin(
sπ

2
) = 0

Todo s da forma s = −2k , k ∈ N é chamado zero trivial da função ζ.

Thiago Ramos (ICMC-USP) Quer enriquecer? Pergunte-me como! 35 / 54
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Todo s da forma s = −2k , k ∈ N é chamado zero trivial da função ζ.

Thiago Ramos (ICMC-USP) Quer enriquecer? Pergunte-me como! 35 / 54
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A Hipótese de Riemann

Note que o resultado anterior nos diz exatamente a posição dos zeros da
função ζ(s) quando Re(s) < 0.

Veremos mais adiante que ζ(s) 6= 0 se Re(s) > 1

Mas o que acontece quando 0 < Re(s) < 1?
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A hipótese de Riemann
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A hipótese de Riemann

A Hipótese de Riemann nos diz que na região onde 0 < Re(s) < 1, todos
os zeros da função ζ são da forma s = 1/2 + iy .

Isto é, todos os zeros estão sob a reta x = 1/2.
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A Hipótese de Riemann nos diz que na região onde 0 < Re(s) < 1, todos
os zeros da função ζ são da forma s = 1/2 + iy .
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A hipótese de Riemann
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Ok... Mas e dáı?

Por que o interesse pelos zeros da ζ?

Por que o interesse pela função ζ de forma geral?
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Por que o interesse pelos zeros da ζ?

Por que o interesse pela função ζ de forma geral?

Thiago Ramos (ICMC-USP) Quer enriquecer? Pergunte-me como! 40 / 54



Ok... Mas e dáı

ζ(s) =
1

1s
+

1

2s
+

1

3s
+

1

4s
+ ...

Utilizando o fato de que todo número natural tem uma decomposição
única em fatores primos, podemos escrever a função Zeta como:

ζ(s) = (
1

1s
+

1

2s
+

1

22s
+ ...)(

1

1s
+

1

3s
+

1

32s
+ ...)(

1

1s
+

1

5s
+

1

52s
+ ...)...

cada termo do produto acima é da forma

1

1s
+

1

ps
+

1

p2s
+ ... =

∞∑
n=0

(
1

ps
)n

Mas
∑∞

n=0(
1

ps
)n nada mais é que uma série geométrica, portanto

∞∑
n=0

(
1

ps
)n =

1

1− 1

ps

Thiago Ramos (ICMC-USP) Quer enriquecer? Pergunte-me como! 41 / 54



Ok... Mas e dáı
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Ok... Mas e dáı

Então temos que:

ζ(s) =

 1

1− 1

2s


 1

1− 1

3s


 1

1− 1

5s


 1

1− 1

7s

 · ...

A função Zeta está diretamente relacionada com a
distribuição dos números primos!
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O teorema dos números primos

Teorema

A quantidade L(n) de números primos menores que n é aproximadamente

L(n) =
n

ln n

Por exemplo, L(10) ≈ 10

2, 3
≈ 4. De fato, temos quatro números primos

até 10 (2,3,5,7).
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O teorema dos números primos

Seja P(n) a função que nos dá exatamente a quantidade de números
primos menores que n.

Afirmação

A Hipótese de Riemann é verdade se, e somente se, L(n) e P(n) nunca
diferem mais que

√
n · ln n.
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No céu tem pão?

A Hipótese de Riemann nos diz que na região onde 0 < Re(s) < 1, todos
os zeros da função ζ são da forma s = 1/2 + iy .

ζ(s) = 2sπs−1 sin(
sπ

2
)[

∫ ∞
0

e−yy−sdy ]ζ(1− s)
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No céu tem pão?

Equivalência

Seja Hn =
∑n

j=1

1

j
. Mostrar que se n ≥ 1,∑

d |n

d ≥ Hn + exp(Hn) log(Hn)

e que a igualdade vale apenas se n = 1 é equivalente à Hipótese de
Riemann!
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No céu tem pão?

Equivalência

Mostrar que∫ ∞
0

1− 12t2

(1 + 4t2)3

∫ ∞
1/2

log(|ζ(x + it)|)dxdt =
π(3− γ)

32

onde

γ = lim
n→∞

(
n∑

k=1

1

k
− ln n

)
é equivalente à Hipótese de Riemann!
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No céu tem pão?

Equivalência

Se

G (n) =
σ(n)

n log log n

onde σ(n) é a soma dos divisores de n. Então mostrar que

G (n) < exp(γ), ∀n ≥ 5041

é equivalente à Hipótese de Riemann.
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No céu tem pão?

Equivalência

Mostrar que

| logMMC (1, 2, 3, ..., n)− n| <
√
n log2(n)

é equivalente à Hipótese de Riemann!
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No céu tem cogumelo?
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No céu tem cogumelo?

Em 2002/2003 o matemático russo Grigoriy Perelman foi o primeiro a
resolver um dos problemas do milênio: A conjectura de Poincaré.

A conjectura dizia que toda variedade fechada simplesmente conexa de
dimensão 3 é equivalente à esfera 3-dimensional.
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No céu tem cogumelo?

Grigoriy Perelman
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