todos os numeros grandes e pequenos

como uma ex-estudante se

voltou a matemdtica pura

e encontrou (quase) total
felicidade
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No comego, tudo era vazio, e J.H.W.H. Conway comegou a criar numeros. Conway disse: “Que se
faca duas regras que tragam a existéncia todos os nUmeros, grandes e pequenos.

Esta serd a primeira regra: Todo nimero corresponde a dois conjuntos de nUmeros previamente
criados, tais que nenhum ndmero do conjunto da esquerda é maior ou igual do que qualquer
membro do conjunto da direita.

A segunda regra sera esta: Um nUmero é menor ou igual a outro niumero se e somente se nenhum
membro do conjunto da esquerda do primeiro numero é maior ou igual que o segundo numero, e
nenhum membro do conjunto da direita é menor ou igual ao primeiro numero.

E Conway olhou para estas duas regras que fez, e contemplou: elas eram muito boas.

E o primeiro numero foi criado com o conjunto da esquerda vazio, e o conjunto da direita
vazio. Conway chamou este nUmero de “zero”, e disse que este seria um sinal para separar os
nameros positivos dos negativos. Conway provou que zero era menor ou igual que zero, e viu que
isto era bom.

E este foi o primeiro dia do zero. No dia seguinte, mais dois numeros haviam sido criados, um
com o zero como conjunto da esquerda e o outro com o zero como conjunto da direita. E Conway
chamou o primeiro nimero de “um” e o segundo de “menos um”. E ele provou que menos um é menor
ou igual a zero e que zero é menor ou igual que um.



A Primeira Regra

ZE:<XEXD>
Xg # Xp



A Segunda Regra

r <y

gquando

szD e XEzy
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Principio da Inducado nos
Dias

Suponha que alguma propriedade valha pra
todos os numeros criados até um certo
dia. Se vocé consegue mostrar que 1isto
implica que a propriedade vale para todos
0S nuUmeros criados no dia seguinte, entao
vocé pode concluir que a propriedade vale
para todos os numeros.
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Teorema 1
r<x
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Teorema 2
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Teorema 4

vy = y<uw

Teorema 3

XE<$<XD
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Teorema 5



Teorema 6

Aumentar o conjunto da esquerda
com nUmeros menores e o
conjunto da direita com numeros
maiores cria um nUmero
efetivamente -dgual.
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Teorema da Simplicidade
$§<XEXD>

€ o0 numero mais simples
(nascido mais cedo) entre seu
conjunto da esquerda e seu
conjunto da direita
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E o Conway disse: “Que os numeros sejam adicionados entre si da seguinte forma: o conjunto da
esquerda da soma de dois numeros serad as somas de todas as partes da esquerda de cada nudmero
com a do outro; e de forma similar o conjunto da direita serd o das partes da direita, cada um
de acordo com seu tipo. Conway provou que todo numero mais zero ndo é mudado, e viu que a
adicao era boa. E este foi o terceiro dia.

E Conway disse: “Que o negativo de um nimero tenha como seus conjuntos os negativos dos
opostos conjuntos dos numeros; e seja subtracdo a adicdo do negativo”. E assim se fez. Conway
provou que subtracdo era o inverso da adicdo, e isto era muito bom. E este foi o quarto dia.

E Conway disse para os numeros: “Sejam frutiferos e se multipliquem. Que uma parte de um
namero seja multiplicado por outra e adicionada ao produto do primeiro numero pela parte do
outro, e que os produtos das partes sejam subtraidos. Isto serd feito de todos os jeitos
possiveis, dando um numero no conjunto da esquerda do produto quando as partes sdo do mesmo
tipo, mas no da direita quando sdo de tipos opostos.” Conway provou que todo nimero vezes um
ndo € mudado. E este foi o quinto dia.

Contemplem! Quando os numeros foram criados por 1infinitos dias, o préprio universo apareceu. E
este foi o dia N

E Conway olhou para todas as regras que fez para nuimeros, e viu que elas eram muito, muito
boas. Ele comandou que dai se tenha sinais, séries, quocientes e raizes.

E assim, nasceu um numero infinito menor que o infinito. E uma infinitude de dias trouxe
multiplas ordens de infinidades.



Adicao

r+y=(+Ygy+Xg:2+Yp,y+ Xp)
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Negacao

—r = (—Xp: —Xg)












(o)< =<(=re)<e(e:]) <[<(])

1 1
2 < 1< ——<0<=-<1<?2
2 2

[O Terceiro Dia]




1 1
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3
b=+ d=3

1 1
—d<—2<—c<—1<—b<—§<—a<0<a<§<b<1<c<2<d

[O Quarto Dia}




E assim, de metade
em metade, em todos
os dias finitos,
formamos os numeros
diadicos..




Com essas técnicas, conseguimos
provar que estes numeros esquisitos
com a operacao de adicao satisfazem

as propriedades que gostamos de
nimeros

(Grupo Abeliano Totalmente
Ordenado)



I 1 1 1
—=—-4+—+—+4---=0.0101010101 . ..

3 4 16 64

1
5 = (.01,.0101,.010101, - -+ : .1,.011,01011,...)

O Dia N()

E assim, com as
expansdes binarias,
vemos que todas os
ndmeros reais
nascem no primeiro
dia infinito!



Mas também nascem E
ndmeros
infinitamente
grandes...

infinitamente
pequenos...
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w=(1,2,3,4,---:) ¢
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Todos os ordinais E também coisas

eventualmente que nao sao
aparecenm.. ordinais!
w+1={(w:)

Ww—1=1{(0,1,2,--: w)
w+2={(w+1:)

wtw={w+1lL,w+2,w+3, )

[Os Dias Depois do Infinito}




Multiplicacao

TY — <XEy—|—CI?YE —XEYE,XDy+QZYD —XDYD : XEy+33YD —XEYD,XDY+XYE —XDYE>



Magicamente, a multiplicacao
também se comporta como
gostariamos!

(Corpo Totalmente Ordenado)



w
§:<1’2’37...;w_ljw—Z,w—S,...>

cw = 1

Vo =1{0,1,2,:w,

No| &

W
)

[Os Dias Depois do Infinito}




Tudo 1sso veio
da onde??
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N1Xx1smo

-> Matematica é um jogo

-> Consequéncias logicamente forcadas de
axiomas arbitrarios

-> Liberdade infinita na criacao de axiomas

—-> Motivacao principal: prazer visceral de
resolucao de um puzzle
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Os nUmeros surreais ndo cairam do céu: Conway
era uma pessoa brisando em teoria de jogos,
especificamente endgames de Go

Os nUmeros surreais ndo existem em isolamento
do resto da matematica: limite dos hiperreais,
o corpo totalmente ordenado universal,
ordinais e cortes de Dedekind
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Huguismo

-> Matematica é uma ciéncia natural

-> Axiomas naturais emergindo da tentativa de se
entender estruturas ideais

-> 0 fundamental a se entender é a estrutura por tras, e
ndo o sistema axiomdtico especifico usado

-> Motivacao principal: fascinio naturalista
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O Caminho do Meio

-> A aproximacdo do natural é mais frutifera,
profunda e com significado.

—-> Sem o prazer visceral da resolucao de puzzles,
ndo existe matematica

-> “Tudo é natureza” - por que ndo explorar as
infinitas consequéncias que emergem de arbitrarios
axiomas?
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Eu

-> Eu sai da matematica em busca de sentido, do
mundo “real”, natureza

-> Me fechei ao olhar matematico que me privou do
fascinio naturalista e prazer visceral do fazer
matematico

-> Ler o “Surreal Numbers” do Knuth me relembrou
destes prazeres e motivacgoes

-> 0 mundo ta pegando fogo, mas me convenci que
fazer matematica é algo que vale a pena e que
pretendo fazer minha vida toda, mesmo que em
pequena escala



Valeu :)



